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Предисловие 
к первому изданию 


Механика сплошной среды (МСС) — раздел теоретической 
физики, в котором изучаются макроскопические движения твер- 
дых, жидких и газообразных сред. В ней вводится фундаменталь- 
ное понятие материального континуума и полевые характеристи- 
ческие функции, определяющие внутреннее состояние, движение 
и взаимодействие «частиц» среды, взаимодействия между различ- 
ными контактирующими средами. Для этих функций устанавли- 
ваются конечные, дифференциальные и другие. функциональные 

уравнения, представляющие физические свойства среды и законы 

сохранения массы, импульса и энергии; определяются начальные и 
граничные условия, при которых все характеристические функции 
могут быть найдены чисто математическими методами. 

Исторически МСС развивалась параллельно с аналитической 
механикой системы материальных точек и абсолютно твердого те- 
ла. Но ‘ее основные понятия полей: плотности массы, векторов Ne- 
ремещения и скорости среды, тензоров внутренних напряжений, 
деформаций и скоростей деформаций, плотности кинетической и 
внутренней энергии Ἴ энтропии, а также. законы сохранения не 
могут быть получены как следствия из аналитической механики 
и термодинамики. 

МСС имеет свою независимую аксиоматику, свои 1 специфиче- 
ские экспериментальные методы изучения свойств среды и разви- 
тые математические методы; она позволяет с удивительной точ- 
ностью предсказывать макроскопические явления в природе, ана- 
лизировать и выбирать параметры различных проектируемых 
аппаратов, сооружений, конструкций и процессов. МСС — обшир-. 
ная и очень разветвленная наука, включающая теорию упругости, 
вязкоупругости, пластичности и ползучести, гидродинамику, аэро- 
динамику и газовую динамику с теорией плазмы, динамику сред. 
с неравновесными процессами изменения структуры и фазовыми 
переходами. Естественно, что литература по всем этим разделам 
МСС, ее приложениям в машиностроении, строительстве, метал- 
лургии, горном деле, исследованиях строения Земли и Космоса, 
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Предисловие к первому изданию 


прогнозированию землетрясений, погоды, . приливов и многим Apy- 
_гим приложениям очень обширна. 

Этот учебник МСС, рассчитанный на годовой курс в универ- 
ситетах, составлен на основе лекций автора по МСС на механико- 
математическом факультете МГУ, читавшихся и изданных МГУ 
(на ротапринте) в 1965—1966 гг. Его содержание составляет ба- 
зис МСС: изучающий узнает полные замкнутые системы уравне- 
ний, типичные граничные условия, простые методы их анализа на 
основе теории, размерностей и подобия и получит доступ к CBO- 
бодной проработке и активному использованию любого из пере- 
численных выше разделов МСС; но что, пожалуй, более важно — 
изучающий познакомится с методом построения полных систем 
уравнений МСС, особенно уравнений состояния среды, т. €. в 
определенной мере научится переводить на язык математики инте- 
ресующие практику новые явления в новых материалах и средах 
с заранее неизвестными свойствами. Поэтому автор придает зна- 
чение главам l, Ш, в которых разъясняется физическое содержа- 
ние вводимых в курсе основных понятий и законов. 

Подробное изложение аэрогидродинамики, теории упругости, 
пластичности и других разделов МСС должно в различных ва- 
риантах читаться в специальных курсах лекций в зависимости от 
специализации. 

Метод инвариантных решений ($ 25) обычно не включается в 
основной курс лекций. Однако вся глава VI существенна для по- 
лучения фундаментальных решений уравнений механики сплош- 
ной среды. 

Автор благодарен сотрудникам кафедры теории упругости 
МГУ за помощь в подготовке рукописи. 


Предисловие 
ко второму изданию 


Существенные дополнения в содержании книги сводятся к сле- 
дующим. Более полно даны статистические основы МСС, отражаю- 
щие не только методы вывода основных законов сохранения 
(массы, импульса, энергии), но и причины возникновения и идеи 
введения новых макроскопических характеристик среды при не- 
обходимости отражения более тонких статистических свойств (гл. Г). 

Последовательно дана теория процессов деформации и Harpy- 
жения — рабочий аппарат при построении уравнений состояния 
и термодинамики сплошной среды на базе постулата макроско- 
пической определимости, который применительно к начально 
квазиизотропным средам : называется постулатом изотропии 
(гл. НИТ). i 

Физическая трактовка этого основного постулата и вытекаю- 
щее из него функциональное представление уравнений состояния 
положены в основу теории сред с простыми и сложными свойства- 
ми и теории экспериментов по определению функционалов состоя- 
ния. Этот фундаментальный принцип применяется также к.конеч- 
ной области движения среды и указывает допустимые граничные 
условия, при которых решения краевых задач МСС «существуют 
в силу постулата». Следовательно, усиливается значение формаль- 
ного доказательства теоремы существования в случае среды со 
сложными свойствами, для которой функционалы состояния в 
опытах не определены вполне точно, так как доказательство при- 
ведет к некоторым условиям, которым должны удовлетворять фи- 
зические функционалы; такие условия могут облегчить опыты по 
их определению (гл. ΠΠ, V). 

Более полно представлена теория взаимодействия движущейся 
деформирующейся среды с электромагнитным полем: акцентиро- 
ваны условности теории при изучении движения в пространстве 
наблюдателя и в сопровождающей физическую окрестность точки 
системе координат; рассмотрены простейшие термодинамические 


аспекты; добавлены основы теории пьезоэлектрических эффектов. 
(гл. V). | 


Предисловие ко второму изданию 


Наконец, в $ 25 (гл. УГ) даны общие преобразования квази- 
линейных уравнений МСС к новым искомым функциям и пере- 
менным; отмечены различные возможности существенного упро- 
щения уравнений, если только. исходная система их допускает; 
без подробного обоснования даны простые процедуры, связанные 
с построением интегрально-инвариантных решений. 

Ранее было издано учебное пособие [12] (в Издательстве Мо- 
сковского университета готовится. второе издание, построенное в 
соответствии с первым изданием данной. книги). В качестве учеб- 
ника по МСС настоящее издание вместе с пособием [12] по-преж- 
нему представляет полный курс, читаемый в Московском государ- 
ственном университете по специальности «механика». 

Автор благодарен сотрудникам кафедры теории упругости 
за помощь в подготовке второго издания книги. 


Глава 1 
СИСТЕМА ЧАСТИЦ И КОНТИНУУМ. 


`’Физическое тело в классической статистической механике 
обычно представляют в виде системы большого числа частиц, 
взаимодействующих между собой и с пограничными телами и на- 


ходящихся в поле внешних сил. Для такого тела предполагаются 


справедливыми классические законы механики системы матери- 
альных точек (или законы квантовой механики). Шредполагается, 
что любая частица системы взаимодействует с границей лишь в 
непосредственной близости к ней. Взаимодействие между любыми 
двумя частицами системы не допускает их соударения, но позво- 
ляет им как угодно: удаляться. Например, центральную силу и 
потенциал взаимодействия двух электрически нейтральных атомов 
часто представляют в виде «6--12» Леннарда — Джонса: 


_ 59108 Га fat 
LT a Зи Г | 
а .6 1 а «132 г 
κω | (+= (7) |+ 


где 9: — характеристическая, выраженная в кельвинах (К) тем- 
пература взаимодействия атомов, k= 1,38. 10-16 эрг.К-! — постоян- 
ная Больцмана, г — расстояние между атомами, а — равновесное 
расстояние (ЕР=0). При r<a сила F отталкивающая (Ё-> — со 
при. 7—0); при r>a — притягивающая; при 1,11 a>r>a сила при- 
тяжения F возрастает, а затем (r> 11а) убывает по мере уда- 
ления частиц, составляя менее 1% от максимальной уже при 
г=2а. Силы притяжения существенны для’ объяснения агрегат- 
ных состояний. Сила взаимодействия частиц F, следовательно, 
возникает при сближении и исчезает при удалении на расстояния 
порядка а (рис. 1.1). Величину d порядка а называют диаметром 
атома, хотя масса его сосредоточена в ядре значительно меньшего, 
диаметра. Модель атома представляет собой точечную массу, за-. 
ключенную в упругую, почти безынерционную шаровую область. 


(0.1) 


‘диаметра d, которая имитирует электронное облако. В квантовой. 
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Глава I. Система частиц и континуум 


механике свойства модели уточняются введением а, механи-_ 


ческого и магнитного моментов и т. д. 
Движение системы большого числа взаимодействующих частиц 
во внешнем силовом поле может представлять движение и свой- 
ства тела в различных агрегатных состояниях. Моделью твердого 
_ тела при сравнительно низких и нормальных температурах и дав- 
лениях является система поч- 
ти плотно упакованных частиц, 
совершающих небольшие теп- 
ловые колебания около COC- 
тояния равновесия; моделью 
газа — система удаленных (на 
расстояния τ» d) частиц, B34- 
имодействующих только при 
«соударениях», т. е. сближени- 
ях на расстояния порядка диа- 
метра частиц d и, следова- 
тельно, совершающих ‘хаоти- 
ческое движение. Охлаждать 
систему — значит уменьшать 
кинетическую энергию хаоти- 
ческого движения, нагревать— 
‘увеличивать. Охлаждение и 
нагревание возможно за счет 
внешнего силового поля. При 
охлаждении системы — газа — в результате соударения двух час- 


Рис. 1.1 


тиц с некоторой малой энергией происходят «захваты», система’ 


становится жидкостью, а при дальнейшем охлаждении переходит 
в твердое тело с колебаниями частиц около положения устойчи- 
вого равновесия. . | 

Приведенное качественное описание системы, моделирующей те- 
ло, не может быть дополнено количественными методами ана- 
_ Литической механики системы материальных ‘точек не только IO- 
тому, что очень велико число материальных точек (скажем, 
порядка 1020 в | смз), но и потому, что сама .информация об их 
индивидуальных движениях практически ничего не говорит о мак- 
роскопических свойствах движения системы. Специальный подход 
к этой проблеме дают методы статистической механики, позволя- 
ющие ввести необходимые в МСС основные понятия — плотности, 
скорости, внутренних напряжений, энергии, Е ph, энтропии 
и количества тепла. 

В механике сплошной среды тело представляют в виде неко- 
торой субстанции, называемой материальным континуумом, непре- 
рывно заполняющей объем геометрического ‘пространства. Беско- 
нечно малый объем тела также называется частицей. Феномено- 
логически вводятся понятия плотности, перемещения и скорости, 
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$ 1. Основы аналитической механики 


внутренней энергии, температуры, ‚энтропии и потока тепла как 
непрерывно дифференцируемых функций координат и времени. 
Вводятся фундаментальные понятия внутренних напряжений и де- 
формаций и постулируется существование связи между ними и 
температурой, отражающей в конечном счете статистику движения 
и взаимодействия атомов. В МСС используются основные урав- 
нения динамики системы и статистической механики, в первую 
очередь — законы сохранения массы, импульса, энергии и баланса 
энтропии. Обоснование этого и установление взаимосвязи вводи- 
мых феноменологических и статистических одинаковых понятий 
и величин целесообразно для более полного понимания и возмож- 
но на основе статистической механики. Некоторым вопросам взаи- 
мосвязи аналитической механики, ‘статистической механики и МСС 
посвящена эта глава. | 


$ 1. Основы аналитической механики 


Рассмотрим свободную от связей систему N=n/3 материаль- 
ных точек, обладающую, следовательно, и=3/М степенями свободы. 
Прямоугольные декартовы координаты любой К-й точки обозначим 


Г = (X3k—2, X3k—1» Χαρ); Mk) = M3k—2 = M3k—ı = Тз, — 66 масса. 


Движение системы определяется законом Ньютона: 


2х1 ἌΡΗ Επ 
ао (i E, 2; EEA n). : (1.1) 


r e : 
Пусть сила Fi --ὅξι-- Fi состоящая из сил взаимодействия с 


другими точками системы F; и с внешним полем — Ff, склады- 
вается из потенциальной 


ἕω----- υ-ὐίι....χνθΞευς)., 13) 


и непотенциальной ΓΙ. 
Функцией Лагранжа системы называется 


L(x, x, t) =K (x) —U (x, t), 


? ás 1 “9 
| К= У. тих, г. 29) 


i=l 


где К — кинетическая энергия системы. 


Уравнения (1.1) можно переписать в виде уравнений Лагран- 
жа 2-го рода: 


в E] N 
ACA ет (1, 2 e (1.4) 


Глава Г. Система частиц и континуум 


Внутренние силы (взаимодействия частиц) F; предполагаем цент- 
ральными и имеющими потенциал О”(х, t), внешние — частично -7 
потенциальными: | 


9% — > ЕР: 


Переписывая (1.1) в векторной форме 


Mey г, = F) + Fir = Fahy (И.М). (1.5) 


и суммируя (1.5) по всем k, получим теорему о движении центра 
масс системы 


9 = Мгс =F", а. 


где М=хУиць) —‘масса системы, 9 — главный вектор всех внеш- 
них сил, га — радиус-вектор Е-Й ТОЧКИ, гс — радиус-вектор цент- 
ра масс: 


РИ. τ; 
ог 4 
Внутренние силы в (1.6) сократились вследствие равенства дей- 
ствия и противодействия каждой пары частиц. 
Умножим каждое уравнение (1.5) BCKTOpHO на соответствую- 
щий Г». Замечая, что. 


Fk X == 


Ære d ( 5 drh 
dt? dt : 


И учитывая свойство ‚внутренних сил, после сложения всех полу- 
ченных уравнений найдем 

dG εἰς 
— =le, l (1.8) 


где G — кинетический момент системы, Le — главный момент всех 
внешних сил: 


N 
G= у. CXV Wp = Tp 


= Dr, X Fin). __ (159) 


Уравнение (1. ὃ) представляет теорему о ‘кинетическом моменте, 
или о моменте количества движения. 

Допустим, что на интервале времени OKT при τ-»οο суще- 
ствуют средние значения 
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В ᾽ (ΣΡ y бий) (1.10) 


называемые: К — средней кинетической энергией системы, В — ви- 
риалом (в некотором смысле — средней работой системы) . Допу- 
стим еще, что для любого i 


l . Ра , ; 

e 0, (1.107 
т.е. например, Xi, Xi ограничены по модулю. Тогда, умножая 
(1. 1) на Χι/24!, интегрируя по £ от 0 дот и суммируя по всем Í, 
получим теорему вириала: 


K=; | “1η 
Это следует из преобразования 


ΧΙΙ aN aa (хх). — xi 
dt 


и использования условия (1.10%). Если силы F; имеют потенциал, 
Те. в (I 4) Е. =0, причем потенциальная энергия U (x) является 
однородной формой от х; степени 5, т. е. 


п 


Ул и _ == SU; 
xi 


i=] 


TO теорема вириала дает 
аи 


и, в частности, для квадратичной формы U (5=2) 


— 


К=0, 


т. €. средние кинетическая H потенциальная энергии одинаковы. 

Функция Лагранжа`полностью характеризует рассматриваемую 
систему в отношении сил взаимодействия между частицами и по- 
тенциальных сил, действующих на них со.стороны внешнего поля. 
Поэтому составление выражения функции Лагранжа представляет 
основную задачу механики` системы. Все необходимые дифферен-. 
циальные уравнения движения находятся формально из уравне- 
ний Лагранжа (1.4). 


4 Σ 


Глава Ι. Система частиц и континуум 
Введем новые переменные — импульсы и координаты: 
Ρι--π1Χι, qi 5 Xi; 
тогда 


L =L (q, ù, t) =К(9)—0(9, 5, 


у p? ди 

К = : ь F. = — 8 

2т; 10 Од; 
{1 


Легко видеть, что 
а e O 
04; 8 


Функцией Гамильтона, зависящей от координат q; и импуль- 
сов pi, называется 


а. κ μμ 


При этом предполагается, что система n уравнений (1.11) разре- 


шена относительно Qi, и эти выражения подставлены в функцию 
Лагранжа и первую сумму формулы (1.12). В случае декартовых 
координат построение функции Гамильтона системы является эле- 
ментарным. Криволинейные координаты часто более удобны для 
‚анализа динамики систем. 

Пусть п=3М№М независимых криволинейных координат (назы- 
ваемых также лагранжевыми координатами) определяют все де- 
картовы Xi, число которых также п=3М№. Пусть дано преобразо- 
вание | 


са, = 
ю= 4»... d = Уд 1=Ь2,...,п. (1.13) 
` k=l 
Тогда 
- mix? Aou 1 .. 
к= У, о = λλες нач» 
i=l Wa PE 
S Я | 
| By ky Дт (1.14) 


l:=1 


Следовательно, кинетическая энергия остается квадратичной ΟΠΗΟ- 


родной функцией скоростей qi, но ит kij зависят от 
координат qi. 
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$ 1. Основы аналитической механики 
Обобщенные непотенциальные силы Qi, соответствующие KOOP- 


динатам di, Находятся из тождественности выражения виртуаль- 
HOË работы В декартовой И неа системе координат: 


Ул Y ea ôx, = у дхь τ δῷ, 


ры 


n n n 


ON = 64: = У) (Δ) Ρα ον =) = ΥΩδο, 


κο [πε], Μβεὶ i=l 


откуда находим 


Q= Ур,“ (1.15) 


99; 


Можно доказать, что уравнения Лагранжа (1.4) при замене коор- 
динат сохраняют ее 9 ВИД: 


d ΟΙ, 5 
— — nos =L 9 ИР, == R 1.16 
T ( T εἴτε = 9; L=L(qi, q t) =K - (1.36) 


Построение функции Гамильтона. Функция Лагранжа 
L=L(q, q, t) уже выражена через координаты 4; и скорости qi. 
Назовем обобщенным О соответствующим ах i, 
величину 


О И o TE EA T | | 
р У к и (и ον ο θ᾽; (1.17) 
i=l 


0%: 


При построении функции Гамильтона H переменные qi, р; при- 
нимаются за новые независимые между собой искомые функции 
времени (2n функций от t). По определению H(p, q, t) и свой- 
ству однородных квадратичных ‚форм * с учетом (1.16)’ получим. 
функцию Гамильтона системы, выраженную через обобщенные 
координаты, импульсы и время: 


H=H(p, ο. ἢ-:ῥ pi = КО, t), (1.18) 


i=l 


где К и. явно с помощью матрицы kij, обратной kij: 


"νος Уи 


И [---ἶ 
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10, ἐπε] τ Σ | 
F Emkm = : νος 2K = δ) kipipi (1.19) 


т Е: i j=l 


(δὲ; называется символом Кронекера). 

Теперь n уравнений Лагранжа (1.16), которые определяют KO- 
ординаты и каждое из которых — дифференциальное уравнение 
второго порядка по времени, можно привести к системе 2п урав- 


нений первого порядка для 4; и Е hia Qi=0): 


ны | 
= ‚ = р l, ое 9 l .2 
ἃ-- йа @=Ь2,...,п). (1.20) 


Эта система 2п обыкновенных дифференциальных уравнений пер- 
вого порядка по № разрешенная относительно первых производ- 
ных от координат и импульсов, называется уравнениями Гамиль- 


тона.. 
Найдем полную производную по времени от функции Гамиль- 


тона 
ðH 


a δΗ͂' 
и a 


На основании (1.20) 
ан _ он (1.21) 


Рассматриваемая нами система называется консервативной, если 


силы взаимодействия между частицами и силы внешнего поля 
имеют потенциал, не зависящий явно от времени: U =U (q). В этом 


‚случае U представляет потенциальную энергию системы И соглас- 


но (1.18) H(p, q) — полную энергию, причем ОН/0Ё=0. На осно- 
вании (1.21) получаем закон сохранения энергии: 


H =K +U =Е = соп$. (1.22) 


В декартовых ортогональных координатах для консервативных си- 


стем этот закон имеет выражение 


-X Аи elia a E | 
а P; +U (9) = E = const. _ (1.23) 
=l 


Если главный вектор F° и главный момент [5 всех внешних 
сил, действующих на систему, равны нулю, то из (1.6), (1.8) по- 
лучаем интегралы количества движения и момента количества 
движения системы (два векторных интеграла): | 


О = const, G = const. (1.24) 
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Вместе с интегралом энергии (1.22) для консервативных ‚систем 
при этом имеем семь скалярных интегралов движения. 

В общем случае система 2n дифференциальных уравнений 

(1.20) имеет zi независимых интегралов, которые можно записать 

в виде 


F m (Pi P T A Mis 91, -<03 1) =С m (т = 1, 2,..., 27). 
(1.25) 


Определение их представляет сложную проблему, например, уже 
при п=9 — известную задачу трех тел. Постоянные интегрирова- 
ния Cm в классической механике находятся по заданным началь- 
ным условиям 


t = to : P = Po» (Pi = Pio); 9 = 4%» (9; = qio) : Cm = F n (Po; 9; to). 
a 66.26) 


В статистической механике вместо задачи определения всех. 


$ 


истинных импульсов р; и координат qi частиц системы в момент t. 


ставится совсем другой вопрос — о статистических свойствах дви- 
жения нашей системы, определяемого уравнениями Гамильтона 
при вполне заданной H(p, q, t), если начальные условия (1.26) 
статистические. Рассматривается непрерывное. множество началь- 
ных условий (1.26) с заданным интервалом их изменения и вво- 
дится функция [с (Са, C2, .... Con) плотности их И Е KO- 
торая согласно (1.25) является функцией всех pi, qi и t: 


[с (971, Jor ..., οι) =F (Prs <--> Ph Qs ---›49 0). (1.27) 


По построению она постоянна для истинного движения системы 


при любых начальных условиях, т. е. 
а! 9% 'ψι, ὃ д} 
-ᾱ- Г Ai PE -е 0: 
dt ôt др; Pi Р-Н τς δε) 


Ha основании уравнений движения (1.20) получаем линейное диф- 
ференциальное уравнение первого порядка в частных производ- 
ных для функции 


A 5) = =0, (1.28) 


др: pi 04: 


называемое уравнением Лиувилля. Это — основное уравнение ста- 
тистической механики. В ὃ 2.1 физическая трактовка [(р, q, t) 
рассмотрена более подробно, и многие выводы получены непо- 
средственно из уравнения (1.28). 


17 


Глава I. Система частиц и континуум 


В МСС наряду с уравнениями движения системы материаль- 
ных точек используются эквивалентные им общие принципы ме- 
ханики. 

Принцип Гамильтона. Пусть движение системы, имеющей не- 
которое число степеней свободы и. такое же число лагранжевых 


координат i, определяется функцией Лагранжа К— И = [.(4, 9, Ὁ 
и системой соответствующих сил @;. В фиксированный момент. р 


состояние [ системы определено координатами и скоростями qi» gi; | 
в силу законов движения в фиксированный момент t” >t система: 


‚приходит в состояние П (qi, qi). В каждый момент # ({΄--ί--ι”) 
функция Лагранжа [ имеет. определенное значение, и потому 
функционал | 


Е’ Е ὶ 
Ta (29, q, τ) αἵ, (1.99) 
J | 


называемый гамильтоновым действием, является фиксированным 
числом. Наряду с действительными значениями q(t) рассмотрим. 
какие-нибудь в каждый момент { бесконечно мало отличающиеся 
от них значения 9’({) --4ᾳ({) +Ф(1), где φ(ί), обозначаемые 649(#), 
непрерывно диффевенцируемы по времени, причем ф(Г)=Ф(Г’). 
Вычисляя разность 


d δι, δι." N ͵ 
иж a) 

dt 04: qi 
и учитывая, ΠΤΟ входящие в скобки выражения определяются ДЛЯ 


истинного движения (при φι--0) и на основании (1. 16) равны Qi, 
получим 


р t" i 
ôr + ( ZQ;ôqdt = 0. | (1.30) 
t’ 
Отсюда при О;=0 для голономных систем с потенциалом сил 


U (q, t) получаем принцип Гамильтона: гамильтоново действие в 
истинном движении имеет стационарное значение (6Г=0). 


$ 2.1. О статистическом описании состояния системы. 


В этом параграфе ставится задача: пояснить некоторые основ- 
ные идеи метода статистической механики при постановке и реше- 
$ 


18- 


$ 2.1. О статистическом описании состояния системы 


нии задач динамики сложных систем, подчиняющихся законам 
классической механики, и вывести некоторые законы, принимае- 
мые в МСС аксиоматически. Рассматривается свободная замкну- 
тая механическая система Sy, состоящая из М№ частиц, взаимодей- 
ствующих между собой и с внешними телами, имеющая п>3М№ 
степеней свободы. Предполагается, что число N и структура Kax- 
ΠΟ частицы ΠΕ изменяются с течением времени, т. 6. число и reo- 
метрический смысл лагранжевых координат q; (ἰ--], 2, ..., п) co- 
храняются. Взаимодействия частиц между собой и с внешними 
телами предполагаются потенциальными. Короче, рассматривает- 
ся свободная механическая система тел (частиц) Sy с и>3М cre- 
пенями свободы, для которой известна функция Гамильтона (1.18) 


Нк (р, 9, и) = K (p, 9) +U (q, в), ее. 


где y= (qı, 42, -..» Чл» --; qn) — набор координат, p= (pı, P2; ..., Γι»... 
.., Pn) — набор импульсов (1.17), u= (ui, U2, ..., Иж) — набор внеш- 
них параметров (координат), определяющих положение взаимо- 
действующих с эм внешних тел. Параметры u могут зависеть от ἴ. 
Координаты и импульсы системы, т. €. 2n функций времени 4;(1), 
pi(t), удовлетворяют 2η обыкновенным и урав- 
нениям первого порядка (1.20). 

Вопрос о соответствии рассматриваемой системы Sy конкрет- 
ным физическим средам в общем виде является сложным и не 
будет рассматриваться. Достаточно отметить, что во многих слу- 
чаях такое соответствие существует. Продолжаются многочислен- 
ные исследования по развитию теории сплошной среды на основе 
классической и квантовой статистической механики, и идеи стати- 
стического метода являются общими. 

В МСС (как и ряде других разделов теоретической физики) 
представляют интерес системы ὅν, для которых имеют физиче- 
ский смысл понятия в некотором смысле средних значений вели-. 
чин плотности массы, скорости движения, кинетической энергии 
и других, а также средние отклонения от средних и т. Χ., т. €. CH- 
стемы Śy с закономерными статистическими свойствами. 

Любое частное и все возможные движения системы Sy вполне 
определяются 2п интегралами движения (1.25), содержащими 2п. 
произвольных постоянных Cm (т=1, 2, ..., 21). Макроскопически- 
ми свойствами системы можно считать только средние статисти- 
ческие ее свойства. Следовательно, статистическими свойствами 
должен обладать набор. произвольных постоянных Си, т. e. на 
‘основании (1.26) набор начальных условий системы. Этот необыч- 
ный для классической механики взгляд имеет глубокий физиче- 
ский смысл и позднее пояснен на примере так называемого равно- 
весного состояния системы. 

Дадим сначала аксиоматическую постановку задачи. о движе- 
нии рассматриваемой замкнутой системы в ‘классической статисти- 
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ческой механике, содержащую следующие основные определения 
и аксиомы системы $м. 

1. Функция Гамильтона (2.1) задана, т. €. кинетическая энер- 
rua К(р, q) и потенциал всех внутренних и внешних сил И (q, u) 
детерминированно заданы как функции своих аргументов р, q, μ, 
причем весь набор`внешних параметров u во времени É также 34- 
дан, следовательно, является детерминированным. 

2. Свойства‘ функции Гамильтона Нк(р, q, u), внешних napa- 
метров μ(ί), и множества всех возможных для $м начальных 
условий (1.26) (иначе — множества всех значений интегралов 
движения (1.25)) таковы, что существуют определенные постоян- 
ные. или меняющиеся во времени область Г. изменения координат 
системы и область Г» изменения импульсов системы, 


gclo РЕГ, ° (2.2) 


и их объединение Г область изменения параметров (р, 9) си- 
стемы _ 


T=D,Ur, (р, 9)ЕГ, (2.3) 


причем параметры (P, 9) внутри области Г могут принимать все 
значения. Иначе говоря, существует связная область Г 2п-мерного 
пространства Eon импульсов р и координат 4, внутри которой 34- 
ключены и могут принимать все значения импульсы и координаты 
(р, q) системы Sy. 

3. В каждый момент времени É внутри области Г существует 
некоторая однозначная непрерывно дифференцируемая по аргу- 
ментам функция [м (р, q, t), определяющая: плотность вероятности 
‚нахождения системы ὯΝ внутри фазового объема dI, для простых 
Sy (при п==3М) равного 


АГ = dpdq = ар.4рь ... ар, 9:44»... dqy» (2.4) 


взятого в окрестности состояния (точки) с координатами (р, 9) = 
= (ра, ..., Ри, Ча, o 9п), так что ΕΣ нахождения системы 
Sy в объеме АГ равна 


fx (P, q, t) dT = ἓν (P, q, Ὁ ἀράς, ΓΟ; 


а вероятность нахождения системы во всем объеме Г равна еди- 
нице (при любом t): 


| Fn (p, φ, Ὁ ἀΓ -Ξ 1... (9.6) 
$ 


При этом предполагается, что граница области Г, обозначаемая 
(T)rp, для системы ΘΝ недостижима, иначе — вероятность выхода 
системы (хотя бы одной из координат Pi, 9;) на (Г)гр равна нулю: 


În (p, q, t) =0 для (р, 9) = п (2.7) 
20 , 
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4. Функция [м (р, q, t) удовлетворяет ВЕ Г дифференциаль- 
ному уравнению Лиувилля 


м Hv; |] =0, (0, Φ ΕΤ, (2.8) 


где [Нь; f] называется с Пуассона: 


[Ην; fn] -У| и κε 5 | (2.8) 


T. е. линейному дифференциальному уравнению первого порядка 
в частных производных по р, q, Е с переменными коэффициента- 
ми, выраженными через функцию Гамильтона, т. е. зависящими 
отр, q Ἡ p(t). 

Из теории таких уравнений известно, что при весьма общих. 
предположениях решение, т. 6. функция [м(р, q, t), однозначно 
определяется по ее значению при каком-нибудь фиксированном 
t= fto, т. €. начальным условием 


t= ta fn ht) =В (0,9, (2.9) 


где fw (р, q) задана. 

Движение системы ὃν в статистической механике считается 
известным, если для любого t известна функция [х(р, q, t). Физи- 
ческий смысл такого определения установлен дальнейшими опре- 
делениями и гипотезами. Дадим формальное сопоставление ана- 
литической и статистической механики в виде табл. | (в обоих 
случаях предполагается, что задана одна и та же функция Гамиль- 
тона). 

Цель решения задачи аналитической механики для системы 5 Ν 
состоит в том, чтобы найти одну заданную функцию импульсов и 
‚координат F (р, 9) (или набор таких функций) в любой момент 
времени № например найти радиус-вектор К-й частицы г»(4д), ее 
‚кинетическую энергию К»(р, q), относительное положение [-й и 
к-й частиц τι(ᾷ)--Γκ(ᾳ), ISR, 1—М, и т. д. Цель достигается, если 
из первого столбца таблицы найденные по начальным условиям 
функции p(t); q(t) внести в выражение функции F (р, q): 


FO =F (p(t), ος). 6:0) 


Цель решения задачи статистической механики применительно 
к МСС — в определении средних статистических значений тех же 
или других заданных функций F (р, q) в различных фиксирован- 
ных объемах или точках фазового пространства, например в точ- 
ке х, в различные моменты времени Í или интервалы времени: Эти 
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—. 


Таблица | 


Искомые функции; 
уравнения Классическая механика Статистическая механика 
᾽ ы . 


условия 


>g 


Основные иско- | 2n функций а t р (1,4 (№: | одна функция 2n + 1 переменной 
мые функции | р;(1), 9; (1), =1,2,...,п | 7м(р, 9, Ё 
Î n (Οι, ...; Ри; 91, -3 m t) 


Определяющие |2n обыкновенных дифференци-| одно дифференциальное уравне- 


уравнения альных уравнений ние в частных. производных 
ар _ ОН dq _9Нм. În (р, 9, t) = 0: 
dt G A ἂρι θῖν, у ôH y ВР. 
pain, padin ATE EL o a 
oqi Эр: κε 
Я И и.) = 
др; 04% 
Е ее. 2n +1 констант (1, Ч, p?) одна функция 2п переменных ἂν 
РЕ. р = p д: t = to, 
Pi = Pis 4 = fi În (р, 9, to) = Fy (P, 9: 
р. Гм (Pr ero Виз Qis --- › θη; №) = 


за р (р1, ... › Pns Ч1» e.> qn) 


Другие искомые| детерминированное значение за-| среднее значение заданной функ- 
функции данной функции F (Ρ, 9) при| ции ορ (р, q) B момент # 
(свойства) различных { 


средние на основании специальной гипотезы трактуются как мак- 
роскопические параметры, которые можно измерить в опытах. 

Средним статистическим значением заданной функции F (р, q} 
‚в момент t по всей области Г называется 


F= (F 0, = (9.9) = SF P фы +94, 0.10 


т. €. математическое ожидание F (р, 9) по Г с весовой функцией 
În. Это среднее зависит от времени (так как {м зависят от № и 
понимается как среднее ἕξ (р, q) во всем фазовом пространстве, 
занятом системой в момент { при всех возможных в момент { CKO- 
ростях всех частиц системы Sy. Например, среднее значение Koop- 
динаты qı системы в момент É равно следующей функции É: 
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q (t) = (a) = | afn = 


= | qıfn (91, εν" 3 On; Pi» ἐν» Pr» t) dq и (η ἆρι μερες ар». 
Г - 


Всякое другое среднее значение функции F (р, q) в момент t 
(в точке г пространства и т. п.) определяется как условное: в MO- 
мент # из всей области Г выделяется подобласть Г’ЕГ размерно- 
сти <2п и вычисляется математическое ожидание F (p, q) поэтой 
подобласти с весовой функцией fy: 


(9 (р, 9))г. = | F (р, 9) fn (р; q, 94’. (2.13) 
В 


Для МСС имеют особое значение условные средние значения 
некоторых функций F (р, q) в фиксированной точке Χ физическо- 
го пространства, включающие требование, чтобы радиус-вектор 
центра масс фиксированной ^-й частицы системы Fek равнялся X: 
Гек (р, 9) =х. Это условие накладывает ограничение на р, q, т. е. 
выделяет область [k размерности 2—3; фактическое вычисление 
ЯГь и границы области Г» часто связано CO сложными (хотя и 
не принципиальными) вычислениями. Поэтому, фиксируя внима- 
ние на принципиальной стороне статистического метода, в даль- 
нейшем в этой главе рассматриваются только простые замкнутые 
системы ὃν, т. €. такие, для которых N=3N и криволинейные KO- 
ординаты 4 совпадают с декартовыми X. Обозначим | 

ο νὴ $ 

Е -- Y хе, {23 


0] 


радиус-вектор точки пространства (€g — ортогональный декартов 
репер), | | 


. 3 
г, = 9%е» (Е=1,2,...,М), ' 
9 
P; НТИ MV p мя у. Phea» ΡΕ = MU% , (2.14) 
ᾱ---- . 


радиус-вектор, его декартовы координаты (4%), импульс и его KOM- 
поненты (р“), массу (ть) и скорость (να) Ё-й частицы (матери- 
альной точки). ΘΛ параметров р (P) 9 (9%) (а=1, 2, 3; Е=1, 2, ... 
... N) представляют координаты 6№М=2п-мерного фазового npo- 


странства. Esn. Кинетическая энергия А-й частицы и всей системы 
эк равны p 
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2 ть Mk 
K, = E — e (v) =. m Nigah, K= Ук. (2.15) 
ть 2 i 
t @==1 
Элементы объемов физического пространства dV в точке х (обо- 
значаемый иногда dx) и фазового пространства Esn имеют выра- 
жения 


| dV = ах = ахщх?ахз, аГ==арад = 
= dpidp?dp? ... ар ар? ар, 491а9?ад? ... 4949? 44%. (3.167) 


На том основании, что функция ÎN (р, 9) = ἓν (P, 9, to) опреде- 
лена при {=& в некоторой конечной области l= To, причем на 
границе Го согласно (2.7) обращается в ноль, иногда ее дополн 


ют до бесконечной области Г», непрерывно продолжая ἵν (р, δ) 
значением ноль в области дополнения. 


Поскольку [м(р, q, Г) определяется значением № и и уравне- 
‚нием Лиувилля (2.8), причем определяется и область Г, B которой . 
fn>0 и на границе которой [м=0 (2.7), το: ГЕГ» может быть до- 
полнена до Г» со значением [у=0 вне Г. Область Г» определяется 


условиями 
--οο«ς 9% «< со a = y 3, 
ия ре Επ (2.16) 
πμ q «οοἰπι--1,2,...,Ν. 


Средним значением данной функции F(p, q) при условии, что 
определенная точка с координатой 4» находится в точке г физиче- 
ского пространства, называется величина (функция г, #), опреде- 
ляемая (2.12), причем объем dI” получается из АГ (2. 16^, B KOTO- 
ром отбрасывается произведение dre == 49149493, вместо 49 в 


подынтегральные функции &, fy внесены значения Χά и область 


Г’ изменения всех импульсов и всех координат, кроме qk, совпа- 
дает с областью их изменения в Г (например Г. при всех mÆk). 

Такое выражение средней значительно упрощается, если ввести 
б-функцию Дирака. Напомним, что если на.отрезке а«х< зада- 
но множество непрерывных функций (с довольно слабыми Orpa- 
ничениями их свойств), то функцией 6(х) называется такая, что 
_ для любой ф(х) из рассматриваемого множества 


b 
(r05 —Hd= a, α, EE fa, δ]. (2.17) 


Отсюда следуют свойства Ô-QYHKUHH: 
| Oe Е5ЕХ 
-8&—9= 


ΟΟ, Е =X 


b 
‚|8 —9%=Ь 8 E) = δ(ξ--χ). 
; (2.18) 
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Следовательно, интеграл функции двух переменных Q(X, ἡ) по y 
при аргументах, заключенных в интервалах а<х<ь, а<у<, MO- 
жет быть представлен в виде двойного интеграла 


b b b 
9 (x)= | p(x, y)dy = | [9 u) — E) dëdy. (3.19) 


Если обозначить произведение трех 6-функций кратко 
ô (da — r) = (49: — x!) 6 (4 — x°) ô (8—2), (4.20) 


то введенное выше среднее значение F(p, q) при условии, что 
Чё=тг, а все другие rm (т==Е) принимают все значения, из обла- 
сти Г, можно записать в виде интеграла по всей области Г 


F,r, Ὁ = (F (р, 9))г. = | F (p, 9 fn (р, 9, η 8(— паг, (2.21) 
| Г i 


так как 6-функция (2.20) автоматически преобразует 6М№-кратный 
интеграл (2.21) в 6№М—3-кратный по всем р и всем 4, кроме 47» 
которые принимают значения Χά, 

Равновесный ансамбль. Прежде чем перейти к вычислению 
средних статистических значений некоторых существенных для 
МСС функций и выводу некоторых законов, необходимо пояснить 
возможность физической трактовки статистического подхода. Для 
этого рассмотрим частный случай. Пусть консервативная система 
ὉΝ (внешние параметры и постоянны, H представляет полную 
энергию системы) находится в равновесном состоянии, т. е. в не- 
изменном заключающем ее неподвижном объеме У физического 
пространства макроскопическое состояние является «заморожен- 
ным», не изменяющимся во времени; равновесное состояние в 
объеме У макроскопически однородно, т. е. одинаково в различ- 
ных частях. объема У. При этом обычно предполагается, что не 
только общее число частиц M очень велико, но и число частиц 
каждого сорта Λι, №, ..., Αν (у— число сортов частиц N = М, 
ἜΝοἼ-... +N) велико. В ‘равновесное состояние при некоторых. 
ограничениях на 0 (49, и) может прийти, например, газ или смесь 
не реагирующих между собой газов в баллоне с абсолютно не- 
подвижной стенкой (‹адиабатической оболочкой») или с макро- 
скопически неподвижной стенкой, имеющей постоянную темпера- 
туру («термостат»). 

Консервативная система Sy, для которой Q=G=0 (1.6), (1.9), 
находится .в равновесном состоянии (равновесна), если в конкрет- 
ном опыте на интервале времени &—<{=<®-т, где & — любой MƏ- 
мент (начало отсчета t), среднее значение по времени для любой 
заданной функции координат Qk и импульсов P (Е=1, 2, ..., М) κ 
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© (р, η) == F (Pı, «Φα ‚рм; qı» «.». ‚ ам), 
т, €, величина 


toT 
F= | FOO 90а (2.22) 


fo 


не зависит OT fọ ит при условии, что 
ево τ. (2.23) 


Наименьшее значение т. длины интервала времени, при котором 
< остается постоянной, называется характеристическим временем 


системы δν. Само среднее значение называется макроскопи- 
ческим, или наблюдаемым, значением функции F (p, q). Если Ha- 
чиная с любого момента К в. конкретном опыте измерять q, р Ye- 
рез минимальные доступные отрезки времени Ат, то за время т 
накопится большое число измерений (q%!, р“), τ. e€. найдется MHO- 


жество состояний системы SHP (а1=1, 2, ...; т/Ат> Г). Так как 
потенциалы U’, Ue от времени не зависят, то дальнейшие измере- 
ния за пределами интервала дают результаты, почти повторяющие 
найденные на достаточно болышом отрезке временит.. Например, 
в случае «макроскопически неподвижного» монокристалла при 
нормальных условиях (давлении, температуре) некоторый Meye- 
ный атом колеблется около положения равновесия, проходя все 
возможные значения координат и скоростей за время порядка 
10-—12— 10-13 с, и, значит, Ts такого же порядка или несколько боль- 
шего. В случае газов (Не, Аг, №) при нормальных температуре 
и давлении каждая молекула имеет около 95-109 столкновений в 
секунду, т. €. Ts порядка 10-9 с. 

Поскольку время Ts мало по сравнению с очень малым микро- 
скопическим временем, которое для кристаллов и газов, напри- 
‚мер, порядка 10—6—10-3 с, то все найденные выше в опыте состоя- 
ния системы $5 (1 (а1=1, 2, ...; т./Ат» 1) можно считать AONYCTH- 
мыми начальными условиями (1. 26) для системы Sy. Получается, 
что как будто вместо одной системы Sy при {= мы имеем набор 


систем $), отличающихся начальными условиями. 

Производя множество’ конкретных опытов при макроскопиче- 
ски равноправных внешних условиях (например, с газом в термо- 
статах, являющихся баллонами различной формы из разных ма- 
териалов при одинаковых объемах и температурах с одинаковыми 
интервалами измерений Лт), получим конечное множество М5м 
наборов систем 


500 5 κία) , SEP (b ый О: 
26 


$ 2. 1. О статистическом описании состояния системы. 
Система Sy находится в макроскопически равновесном состоя- 
НИИ (макроскопически равновесна), если в любом конкретном 


опыте она равновесна и имеет во всех опытах одинаковые Ts, F 
с некоторой макроскопически определенной степенью точности. 
Множество ΛΙΝ равновесных состояний системы Sy, состоя- 


mee из всех R = АВ состояний (элементов) ος (ᾱ--1.2;.;» Δ; 
b=1, 2; ..., В) при фиксированных внешних ‘макроскопических 
условиях, называется равнозесным ансамблем системы Sy. 
Число элементов ΛΙΝ теоретически можно считать как угодно 
’ большим (при Δτ-»0, Β-»οο), и элементы можно перенумеровать 
по индексам а, b так, чтобы близким значениям пар чисел (а, b) 


b 
соответствовали близкие по значениям (р, 4) `элементы $”. 

_ Обозначая через (qe, q4); (Pr Ρὲ) произвольные фиксированные 
значения координат и импульсов, предполагая конечные разности 


ар, = Pt — Pes 44, = 4 — qk ве. 


сколь угодно малыми, ο κάτα объемом в точке (р, q) назовем 
величину | 


@рад = = dp, ... ἀρνάαι ... daN = 
= dpidpdp? .. . dp dp? арз, 491992443... 991,492, 493,. (2.25) 


Число R=AB систем ансамбля предполагается столь а 
что в фазовом объеме 4ра4 в момент { заключено также большое 
число систем. 


Системы 5%” при различных а, b неравновероятны. Например, 
атом в кристалле чаще всего можно наблюдать около положения 
равновесия, молекулу газа почти невозможно наблюдать в момент 
столкновения с другой молекулой и т. д. 

Обозначим через АК, плотность числа систем И. в CO- 
стоянии с координатами (ри, P2, ..., Рм; qi, 92, .... Чм) = (р, q), так 
что. Ю!(р, 9) ара4 представляет число систем, импульсы и коорди- 
наты которых находятся в объеме ἁμάφ, включающем точку 


(р, q). 
Плотностью вероятности нахождения системы SN В СОСТОЯНИИ 


с данными значениями (ру, ро, ..., PN, qi, ..., м), т. е. в точке (р, q), 
назовем предел отношения 5η 
1 
, τὲ ЧЕ , . 2.26 
Г(р, 9) = |=, 9 |. (2.26) 


Для любой данной ἕξ (р, q) естественно назвать средней по 
ансамблю величину 
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(F (р, 9))в= $ F(p, aì) F(p 9 4р4, © (2.27) 


TAB 
‘если Î (p, 9) нормировать условием | | | 
| F(p, 9 ἀράς = 1 (2.28) 


ΓΑΒ 
о. 

H макроскопически неподвижную область’ ΓΑΒ определить по свой- 
ствам самой системы ΘΝ, т. e. по параметрам и функции Гамиль- 
тона H(p, q, u) и заданным макроскопическим внешним условиям. 
Уравнение нормировки (2.28) непосредственно следует из (2.26) 
до перехода к пределу К-—>со и означает, что число систем ансам- 
бля Ю равно АВ. Выражение средней по ансамблю (2.27) озна- 
чает, что в нем функция F (р, q) встречается столько же раз, 
сколько и аргументы этой функции. Например, кинетическая энер- 
THA пятой частицы [(р!)? + (р)? + (рз)?]/2ть встречается в ансамбле 


столько раз, сколько тройки чисел (pl, p2, pè). 

Средние по времени и по ансамблю для макроскопически рав- 
‘новесной системы Św построены на одном и том же множестве 
R=AB элементов 590) (а=1 2... А; 6=1,2,..,, В), и создается 
впечатление, что переход от средней по времени к средней по ан- 
самблю есть чисто формальное преобразование, т. е. они равны 
между собой. Это было бы действительно так, если бы конкретные 
опыты приводили к тождественным результатам и в‘`каждом из 
них за время т система совершала, в фазовом пространстве один 
и тот же замкнутый цикл, т. €. множество М$м сводилось бы к 
множеству состояний в одном детерминированном движении Sy 
при точно заданных начальных условиях. Поскольку в этом слу- 
чае (р, q) однозначно определяются интегралами движения, то H 
f (p, q) определялась бы ими, т. 6. удовлетворяла бы уравнению 
Лиувилля. Следовательно, средняя по времени равнялась бы ста- 
тистической средней. Это впечатление ошибочно, так как все пере- 
численные условия ‘не выполняются. На макроскопически равно- 
весную систему наложены лишь очень слабые ограничения, и 
имеется множество «допусков». (Для газа — допуски на темпера- 


туру и объем баллона; независимость от вещества баллона и 
состояния его поверхности; независимость от малых ошибок в па- 
раметрах в ‘и т. д.) В общем случае не существует и замкнутых 
циклов у детерминированных систем. 

Все равновесные состояния консервативной системы Sy опре- 
делены в неподвижной области Г фазового пространства (р, 4), 
следовательно, и в неподвижном объеме У физического простран- 
ства, т. €. макроскопически система Sy представляется неподвиж- 
ной. Поэтому интегралы движения О=0, @=0 являются триви- 
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альными, и известен только один интеграл движения, явно не за- 
_ висящий от времени, — интеграл BRR >: 


Н (р, 9) =K 5 +U (q, в) = E = const, 


Κα ΣΣ. - (+). τρ (2.29) 


k=l Ql 


Предположение, что в построенном выше ансамбле f =fyn и 
функция [м(р, q) зависит только от H(p, q), определяет так назы- 
ваемый канонический ансамбль Гиббса 


ἣν (р, 9) = ἣν (H (p, q, μ)) = fn (H). κ (2.30) 


В каноническом ансамбле константа Е имеет различные значе- 
ния для разных систем ансамбля, т. e. функция |м(Н) определена 
в 6/Л-мерной связной области Г фазового пространства и Н=Е 
являются ее поверхностями уровня. 

Принимаемое для равновесных систем предположение, что ста“ 
тистическое среднее значение любой F (р, q), называемое также 
средним по ансамблю, 


CF (р, 9)) = [9 (р, 9 ἓν (H) ἀράα (2.31) 
F 


равно среднему по времени (2.22) 


(F (р, 4)) = Я, | (2.32) 


называется эргодической гипотезой или; иногда, эргодической 
теоремой, доказанной, однако, только для некоторых частных слу- 
чаев. Эргодическая гипотеза во многих случаях дает основание 
для трактовки введенных выше статистических средних (2.11), 
(2.12), (2.21) и других как и FS макроскопических пара- 
метров системы. Например, если N (а также числа сортов М1, ... 

‚ Ny) очень велико и система Sy из состояния (2.9): переходит в 
равновесное с функций распределения (2.30), то эволюция описы- 
вается функцией, определяемой уравнением (2.8), причем некото- 
рые из статистических средних типа (2.21) представляют макро- 
скопические наблюдаемые характеристики системы. 


$ 2.2. Статистические основы механики сплошной среды. 


Плотность массы, скорость движения и закон сохранения MaC- 
сы простой системы. Общий статистический подход к описанию 


* Вопрос о том, является ли при данной H(p, q) интеграл (2.29) един- 
_ ственным, явно не зависящим от f, не решен. Есть работы, в которых .предпо- 
лагается существование других. 
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движения системы при некоторых существенных дополнительных 
определениях и условиях в принципе позволяет получить из урав- 
нения Лиувилля важные для’ МСС законы неравновесного и He- 
однородного в пространстве движения системы ΘΝ как сплошной 
среды. Среди них наименее ограничительным является вывод за- 
кона сохранения массы, который и приводится ниже для простой 
системы. 

_ Вероятность нахождения определенной частицы с номером 
k=l, например первой (ἰ--1), в единице объема с центром г, 
точнее — плотность вероятности нахождения частицы k=l в точке 
T в момент t при условии, что импульсы всех частиц и координа- 
ты всех остальных .(кроме k=l) частиц имеют какие угодно зна- 
чения из области Г=Г,()Га, пропорциональна 6/№—3-кратному 
интегралу от Î(t, р, q) по всем импульсам в пределах области Гр 
и по координатам в пределах области Га всех частиц, кроме k=l, 
для которой qı=r зафиксировано. Í 

Средним числом частиц системы $м, ‘находящихся в момент Í 
в единице объема У в точке г пространства наблюдателя, назы- 
вается величина v(t, г), определяемая О 


-F (6—0) = ‚(у 5(a— 7), (2.33) 


k=l 


T. €. математическое ожидание всех точек системы в единице объ- 
ема; причем интеграл от ν(Γ, t) по. всему объему V, занимаемому 
системой Śy, равен числу N частиц системы: | 


Ν 


‚Гус, d =F [ίδίαι-- r)jdt =N 
у 


-ᾱ--ᾱ Ἡ 
dr == АИ = αἀχιαχ:ά1ϑ. 


Макроскопической плотностью называется величина 
м 
p(t τ) = (Δ) πιιδ(α.--τ)). (2.34) 
k=l 


B случае одинаковых масс всех частиц о= ту. 
Макроскопическая скорость соответственно определяется через 
импульсы равенством 


У (г, 9 (Ув (,—т)). (2.35) 


k=l 
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Уравнение Лиувилля г. χη запишем в виде 
. me N 
[= eyy HES r (+ ты ερ) =0, (2.36) 
αᾱ--] k=l = | 
где og = pim, и F =—0Н/дде (Εξ не зависит от р). Умножим 
(2.36) на ииб (9:—г), l=1, 2, ..., М, и просуммируем по Гот | до N; 


результат интегрируем по области Г, т. е. вычисляем равную нулю 
сумму | 


Σ πι È În (p, 4,96 (qı —г) 4244 =0. (2.37) 


р п 


ль на основании определения (2.34) 


1=1 


Ea 
У. m [ор пу = 2 (Утв (а, 1) =. 
= | 


Поскольку для любых l и k согласно (2.7) 


д | д. 
(5 --τ) --- (Ffa) dp = δία, --τ) | ---- (Fifa) dp =0 


Гр | р 


(так как импульс p% принимает значение на границе области Гр), 


соответствующая сумма в (2.37) исчезнет; что касается carae- 
мых, содержащих вторые члены суммы в (2.36), они τ COARRIKAE 
выражения типа 


q Oki м) dq. 


fani 


Для [==Е функция ô(q—r) выйдет“ из-под интеграла по д“, инте- 
грал возьмется и будет равен нулю, так как координата 9% выйдет 


на границу области Га; следовательно, останется сумма, которая 
на основании определения р и V(r, t) (2.34), (2.35) равна (при 


[=^) 
| Nsan 


Tae х”, V*— компоненты г, V. Таким образом, из (2.37) полу- 
чается закон сохранения массы 


9 
z (σῇ]ν) dpdg = Зе 


gl 
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т 
о 
ðt ый δ. 


α--ἰ \ 


(2.38) 


который из других соображений получается в МСС. 

Уравнение сохранения импульса для массы единичного объема 
получается из (2.36) умножением на рб (9:г—г), суммированием 
по всем L'or 1 до М и интегрированием по Г, т. e. из векторного 
и 


у 


Ν М3 


αν) Е 


l=1 k=l @а-=1 
Η-ριδ(αι--τ) ---- πρι. ἀράφ =0. (2.39) 

дрь Ἐς 
При интегрировании по области Г время é является параметром, 


от которого (через параметры μ) может зависеть граница обла- 
сти Г; на ней согласно (2.7) функция fy=0 и для всякой Ф(р, 4) 


ОГ м (р, 4, ἢ 
[ου р ара = — (Фр, 9). 


Поэтому первая сумма parna (с учетом (2. 35)) 
д (oV " , 
-ᾱ- Ув (qı: — τ)) = м ο (2.39 ) 
i=l ; | 


Вторая сумма при læk обращается в ноль, так как производная 
по таким qk выходит за знак а выражения 


—r)] 


Š ὋΝ 
и интеграл по Г равен нулю (qk принимают значения на границе 
Г, и потому [х=0). Значит, вторая сумма равна 


9 Ν 
2 | { Σ рб (de — Г) πο (оч) арад. 


о—1 Г k=l 
Но по определению Е: (2.20) 
а 
—6 (а, — г) = ——^ 8 (4% -— г) 
г (αι — г) а (qk 
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и вследствие независимости Pp, VŽ = p% | т», {м (р, q, É) OT τ 


᾿ ; 
Pô (q; E) 2 (м) а [р.б (q — г) Тм] У 
09» Обь. 
0 
ΣῈ za [рьб (9% — г) ом]. 


Интеграл от первого выражения по Г равен. нулю, так как 
[х=0 на границе Г; производная по х“ при подсчете суммы выхо- 


дит за знак интеграла по Г. Следовательно, вторая сумма в (2.39) 
равна 


9 


д | ΛΝ. 
У = (ριηδίαι--τ)). _ 6:39) 
α--1. i 
Среднее значение всех скоростей v% (Е = 1, 2,..., Ν) примем рав- 


ным У“, среднее значение импульсов р» — равным т»У и обозна- 
чим отклонения от средних | 


Ар, = Pe — т,У. (2.40) 
Тогда для (2.39") с учетом (2.34), (2.35) получим выражение 
` 3 r 
0 α д кин 
------ 2.4] 
ἘΜ} < 64η 
α--ἰ а 
где вектор 
τ ApŽApk 
o Pn ВИ aa sa ат» 
(ть ФИ) (2.41') 


называется кинетическим вектором внутренних напряжений на 

единичной площадке с нормалью, совпадающей с осью Χ΄ в точ- 
Ω Зы es 

Ke г. Три вектора 5%, (а=1, 2, 3) образуют симметричный TEH- 

зор кинетических напряжений (a, В=1, 2, 3) 


reca — ΝῚ АРА δί (9.417 
кин “ΚΗῊ — πετ α;--τ)). Ja ) 
k=l 


В последней (третьей) сумме уравнения (2.39) слагаемые при 


κῶν 0, 
l-k обращаются в ноль (интегрируются по pk) и при [=Е, на 
основании тождества 


ðf y д 
Fipe, --ᾱ- = Fk- 
ὂρῇ _ дРь 


(Pafn) — Рем и 
Pk 
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и независимости т. СИЛЫ Е, OT импульсов р, 


SNG CERTEN t). 


PERETE 
Здесь Ορ͵/ϑρᾶ = д4,/04* = eq — единичный вектор вдоль OCH х®. 
Вектор Ὃν 
' N у | | J 
F (r, £) = Σ (F, (9, 2) ὃ (9. --τ)) | (2.42) 


k=l 


‘представляет некоторую среднюю силу, действующую на единицу 
объема среды в точке г и возникающую за счет потенциала взаи- 
модействия всех точек системы Sy между собой и с внешними 
телами; 


, ATJE ΓΕ Ἦν $ | 

ρε. р 04 
ôg 94 ак.“ 

‘где первое слагаемое дает силу, действующую на „Р-частицу со 


стороны всех ‚других частиц системы, т CO- стороны 


внешних тел. 
В результате уравнение сохранения импульса (2.39) приво- 


дится к виду 


9 | | 
dV Poran , e 
а: +F (r, t) + F° (r,t), (2.43) 
&=l 


d 
aA Ar, 


где F°(r, t) — главный вектор внешних сил, приходящихся на еди- 
ницу объема в точке г в момент t. 

В МСС предполагается, что вектор Е’(г, Г) всегда приводится 
к дивергентному виду, т. е. 


: α 


| 9 Ν e 3 
F' (r, )=— У ea Y Tr δία, --τ)) =-У ai - (2.44) 


α--- => ЧЕ ᾱ--] 


В некоторых случаях в статистической механике такое приведение 
хотя бы формально удается сделать. Пусть, например, потенциал 
взаимодействия частиц системы между собой U’(q) представляет 
‘собой сумму потенциалов Umn парного взаимодействия частиц т 
и п, зависящих от расстояния между ними: | 
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U' (o) = ту Сони), Pan = У, (97—42), (2.45) 


m, n=l 


где сумма берется по всем т, п от 1 до N, кроме mæn (отме- 


_чено знаком штрих суммы), а иначе — по всем т, п, причем 
О"т®==0. Входящая в (2.44) сумма легко преобразуется к виду 
Ν μοι: 
Οζ’ ῃιρ 
r= У >" δία. r) 
ΟΦ; ; 
k=l m,k=l 


и затем, на основании тождества (Umr =Ukm) 


OU mk Ве Οζ Έα 
94° 9. ᾿ 
к виду y ta s 
DD πε В δία. --η] (3.46) 
---9 m=i K f 


’ Если силы парного взаимодействия частиц k и т близкодей- 
ствующие, т. е. пренебрежимы при удалении частиц на расстояние 
порядка а, весьма малое сравнительно с характерным линейным 
размером объема У, а значит, и сравнительно с г, ΤΟ аргументы 
5-функции, входящие в (2.46), будут отличаться на величину MO- 
рядка, а, т. 6. их разность формально можно заменить разложе- 
нием в ряд по степеням 9и— к: | 


ô (am — г) — δία. — г) = ô (q —T + qn — 4) — ô (q — г) = 


ð ðô (α; — 
= TE (qn - ... = με, ® — 4) = = 
9 
= Ņ 55Ο. м Ш—% +... (2.47) 
В== 


Если ограничиться только первым (выписанным выше) членом 
разложения (2.47), то подстановка его в (2.46) и (2.46) —в (2.44) 
приводит F’ к дивергентному виду, причем 


N -ᾱ--ὶ 
σποτ -- je πλ} у (Eia (9 ES 9%) ὃ να. зв Ki (2.48) 
k=2 m=l 
ðU { ðU 
- Е ia km km 
T >. θοῷ j 


2* 35 


Глава I. Система частиц и континуум 


Если использовать полный ряд разложения (2.47), то сумма в. 
(2.44) также приводится к дивергентному виду и выражение (2.48) 


будет первым членом разложения вектора напряжения σποτ. Стро- 
roe доказательство возможности разложения (2.47) при подсчете -> 
суммы в (2.44) относится к теории обобщенных функций и здесь 
не рассматривается. : 

1εκσταθην полный вектор напряжения через его компоненты 
те: 


σά -- T σάβερ = È о -- о) Е (2.49) 


Три скалярных уравнения сохранения В из (2. 43) получим 
в виде | 


INE \л ею 8 | « a ope то о 
И = B= L 2,3), (2.50) 


ôt де 


&=l = x=! 


причем в рассматриваемом частном ΘΠ компоненты тензора 
внутренних напряжений 998 (a, В=Т, ‚3 определятся форму- 
лами > n 


— 078 -- у [АВА δία. --τ)) -Ε 


k=l PR 
№: ka 
(6 κος, 9%) (qÊ — στο) AU kin 
τ № 2 ( Pkm dPkm 0 (4% — r)) ΠῚ 


и, как видно, тензор = симметричен: 0°8 = ов. 

Приведение Е’ к дивергентному виду (2:24) будет аналогичным 
и в более общем случае, когда потенциал О’ зависит OT разностей 
координат 4% — 0%. 

Термодинамические параметры и функции системы ες как 
сплошной среды не могут быть введены так же просто, как о, V 
V, o2, если не наложить более сильных ограничений, позволяю- 
щих обобщить определения соответствующих параметров и функ- 
ций в равновесных состояниях ($ 3). 

В МСС чаще всего рассматривается такое неоднородное (по 
r, t) движение статистической системы Sy в физическом простран- 
стве, когда градиенты всех средних (типа p, V, o) norant 
почти всюду имеют порядок отношения их характерных значений 
к характерному линейному размеру области и интервалу времени 
монотонности. В таком случае при очень большом М№ (также Ni, 
№, ...) в окрестности точки г в объеме dV = 4лх!4х?4х3, малом 
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сравнительно с У и настолько большом, что в нем заключена под- 
система San с очень большим числом частиц АМ (АМ, ANo, ...), 
движение статистической системы San будет почти однородным. 
Если Οζ’ (ᾷ) — потенциал близкодействия, т. €. частицы системы Sy 
взаимодействуют только на расстояниях порядка размера частиц 
а (0.1), и если |άχί| ρα, то систему San можно рассматривать 
как замкнутую статистическую систему, свойства которой совпа- 
дают со свойствами $м в макроскопически однородном состоянии. 
Отсюда возникают различные возможности дальнейшего эффек- 
тивного изучения динамики статистических систем, поскольку 
прямая задача построения функции [м (р, q, t) на основании урав- 
нений (2.8), (2.9) при очень больших N (№, №, ...) представляет- 
ся необозримо сложной. Отметим две из таких возможностей. 

Метод квазиравновесных и близких движений, по существу, 
сводится к использованию свойств равновесных систем ($ ὁ) и 
отысканию функции |м(р, q, t), достаточно близкой к функции 
(3.20) канонического ансамбля Гиббса. 

Метод кинетических уравнений относится к существенно нерав- 
новесному движению статистической системы Sy, в первую oye- 
редь — макроскопически однородному в фиксированном объеме У 
физического пространства. Рассматривается асимптотический слу-! 
чай, когда Λ-»οο (Ni, №, ...—=со), Μ-»οο, причем так, что 
N 1 М №. 

ВАА о D 

у v ( NAN 
при этом принимается бесконечной (2.16). На основании уравне- 
ния Лиувилля ‚строятся уравнения для функций распределения 
различных порядков. 

Для простоты рассмотрим систему ὅς состоящую из частиц 
только одного сорта (Λ--Νι, №= ... =0) с совершенно одинако- 
выми потенциалами парного взаимодействия. 


От =U (Фет), 


т. €. систему № неразличимых частиц, каждая из которых может 
занимать ‘любое положение внутри объема У. Физически такая 
система Sy является классическим приближением одноатомного 
нейтрального газа. Функция распределения [м (р, q, t) будет CHM- 
метричной, т. €. не будет изменяться от перестановки пар (Q, р) 
и (qk, Ph) для любых k, [=1, 2, ..., N. Область Г изменения KOOD- 
динат 94» всех точек системы одинакова и является областью 

` трехмерного пространства наблюдателя внутри объема V. Обо- 

_ значая эту область также буквой У, получим полную область из- 
' менения параметров | 


‚... ) конечны. Область Г» изменения импульсов 


и Ίῳ.--.-Ῥδ (2.52) 
q EV t 
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Границу области У для каждой точки 4» системы можно заменить 
отталкивающим потенциалом Иу(4», t), обращающимся в ноль 
внутри У ив бесконечность — на границе У. Функция Гамиль- 


_ тона равна. 


Я == Нм = = DA Ἔ πέος D и: Не = sA σον τ Оу (9, 1). (2. 53) 
3 k=l k,l=1 


Функция распределения Ἢ (р, q) одной частицы (безразлично 
какой, например первой) определяется как условная средняя, если 
qı=Q;, pı=P, фиксированы: 


fı (P1, Qu, ἢ = W | {м (p, q, £) 8 (p, — P:) 8 (9, — Q,) dpdq = 
Г 


τ И | ар АФ» ... | fw (Pi, Qi; р», 4;...;рм, Qw; η арм4ак, (2.54) 
ἃ ἃ 
причем, согласно (2.6), 
ут (A (Pi, Qu, Ὁ ἀΡιάα, = 1, _ (2.55) 


где Q — область шестимерного пространства изменения координат | 
О; импульсов P, одной частицы, принадлежащая’ Г (2.52): 
Q EV, —со«Р! < со. Следовательно, | (Ри, Qi, #/! — πποτ- 
ность вероятности нахождения параметров частицы в точке Ρι, Q; 
в момент ἴ. 

Двухчастичная функция распределения []ο(Ρι, Qi; P2, Qz; ἡ, 
называемая корреляционной функцией распределения пар частиц, 
получается при замене W! на W2 и умножении подынтегральногоа 
выражения в (2.54) на δ(Ρο--Ρο)δ(ης--Ω»), причем 


. | { dP,dQ, | я Ра, = 1. 
Q i 


Q 


Вообще $ — частичная функция распределения fs — получается 
как условное среднее значение [м (р, q, t), когда параметры Pr, qr 
(k=1, 2, ..., $) $ частиц имеют фиксированные значения Pr, О»: 


/. (р, ©, о, , 06 (р, —Р)8 (qı — ©). 


..δίᾳ,--Ῥ)ϑδία, --ϐ) ἁρά — 
— We { dps: e PER | fn (Р., Qi... Po Q рун, 951; -+ 3 рм, αν, É) X 


= 


рии ae OE ми ани CED GER | 
N—s интегралов 


x армаам. | (2.56) 
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Нормирующий множитель Ws удовлетворяет условию 


| аР. 40, ... { f. (P, Q, £) dP,dQ, = 1. (2.57) 


ws 
Q Q 


Кинетические уравнения для различных fs получаются из урав- 
нения Лиувилля (2.8), где Нк определено (2.53). Умножая (2.8) 
на 


зар; 1 dqs+ı ... ἀρνάαν. 
и интегрируя по всем значениям этих переменных при условии, 
что Λ΄-»οο, У->оо, ΨΙΝ--υ, т. €. по бесконечной области Г, (2.16) 


или (2.52) с учетом свойства потенциала Оу (qr, t), получим после 
некоторых преобразований 


ôfs l 
i вы [Н,; Πε + = f Ues; fs+ı] dPs+dqs-+1, (2.58) 
Q 


где © — бесконечное шестимерное пространство из области Ге, 
т. €. для любого фиксированного k | 


Q :—oo < (qk, Pk) ου. (2.58’) 
Здесь Н. — функция Гамильтона системы $ частиц — и Оз: имеют 


выражения 
)2 J 
πὸ ἘΝ Le ту U (ры), 


к, = 
О = м U (Pz, #1), (2.59) 
и скобки Пуассона для любых двух функций Zp, [к от 2k векторов 
рь 9: (1=1, 2, ..., k) в соответствии с (2.8) имеют выражение 
И » 
вл 17025 οἷν ‘026 Oi ο 60 
PAR [εἰ Ἔα ΣΣ 047 δρᾶ. Ὅρα a р ( É ) 


так что [Н.; fs] получается отсюда при k=s, Zs=H; и [Usy; 
вм] — при Е $-+1, bsi = ΕΡΕ 
Вместо задачи решения уравнения Лиувилля (2.8) для систе- 
мы очень большого числа частиц М, τ. е. для отыскания и 
очень большого числа 6N+1 переменных (р®, 4%, t; k=l, 2, ..., М; 


а=1, 2, 3), мы получили задачу решения бесконечной системы 
зацепляющихся кинетических уравнений ББГКИ * (2. 58) при $= 


* Цепочка Боголюбова — Борна — Грина — Кирквуда — Ивона. 
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=], 2, ..., со, причем уравнение для [1 (ру, qi, #), зависящей от семи 
переменных, содержит под интегралом по Q функцию f2; уравне- 
ние для [2 (ри, qı; P2, 92; t), зависящей от тринадцати переменных, 
содержит, аналогично предыдугтему, fa и т. д. Кажущееся услож- 
нение задачи (замена одного уравнения для ἦν бесконечным чис- 
лом совместных уравнений для бесконечного числа функций fs) 
значительно ее упрощает, так как позволяет обрывать цепочку 
уравнений (2.58) на малых значениях $ (обычно $=1, иногда $ = 
=1, 2) или даже получать важные статистические физические 
свойства из незамкнутых уравнений. Первое (обрыв цепочки при 
малых 5) возможно вследствие близкодействия потенциала 
'U (ов): макроскопические свойства системы в окрестности точки г 
могут зависеть от взаимодействия лишь ближайших частиц. Вто- 
рое (получение свойств из незамкнутой системы) целесообразно 
потому, что наличие второго слагаемого в правой части (2.58) 
приводит к возможности введения новых макроскопических пара- 
метров, которые могут обнаруживаться в макроопытах. 
Выпишем подробно уравнение (2.58) для s = 1. Из (2.59) 
имеем х 


Ħ, = οὐ == LY gps U, = ор), h=V ae r 


α--ἷ al 


и потому находим скобки Пуассона, входящие в (2.58): 


Е “6-8 
| ο ofi ? œ% ofi 
E N -Ми, 
[{1; Τι] к a ода Σ l aq” 
3 JE | 
а Uou ο. - δε r 
Ahh È ag ( ты ). (2.607) 


Учитывая, что второе слагаемое [(5; [5] при интегрировании по Q 
в (2.58) исчезнет, искомое уравнение для одночастичной Gyan 
распределения fi (pı, qı, É) примет вид 


3 


τις οὔ 2h ðU δὴ 
ôt =$ | — EEE Е а м дате “ρα р» }, ΕΕ 


a=l 
причем сюда входит шестикратный интеграл по области 
О: (—00< p7, #< +00), 4:44, = dpzdpzdpzdqədq3dq. 
Формулой (2.55) введена нормировка W! (t) увидя fı, рав- 


ная ее среднему значению по области Q: 
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W1 (1) = | fi (Pis qi» t) ἀριάαι. . (2.62) 
J l 


Умножая (2.61) на ἀριάαι, интегрируя по Q и учитывая в даль- 
нейшем, что на границе области Ω 


(P 91) Е гр@®: fi (Pi αι, É) = 0, 


(Yh (Pi qı» £) = 0; COA (Pi qi H} =0 (2.62) 
при любом конечном числе y, получим 
οἵ | 
οἱ. 0, ке № — бе (2. Е 


Ранее формулами (2.34) и (2. 33) были определены плотность 
о(г, t) =ту и число частиц y(r, t) в единице объема физического 
пространства в точке г. Легко видеть, что ν и о могут быть выра- 
жены также формулами 


г 
ДИ | Γι (Pi; г, 3 ар, р=ту, QER. (2.64) 


Яр 


Формулой (2.35) был‘введен вектор скорости среды V(r, t), KOTO- 
рый через функцию fı определяется выражением 


Е.Р | 
oV = | Pii (ра, г, ἰ)άρι. ° (2.65) 
р 
Умножая (2.61) на. тарн/ и интегрируя по Qp, получим сразу 


закон сохранения массы (2.38), так: как интегральный член в (2.61) 


будет интегрироваться еще по pi и исчезнет. Уравнения сохра- 
таня импульса (2.50) также получаются из (2.61) умножением . 


на р? dpı/W! и интегрированием по {2ρ. Для Оки с учетом (2. 64) 
‚получаем выражение _ 


1 Ap? Ap? 
σία = уг | — h Por, бар, = 


и. 
2p 
` МАР 
\ ыы 
Е ει (2.66) 
а | Гарт s 
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Для производной от σ᾽ т имеем 
до =} ‚| δε ου д 
μα T pi i dp а ΓΩ ΕΤ ар» = 
d ðU αβ i 
= —- --ὃ ар. = 
ΠΤΙ у а | Е ΕΤ (ρἳ f2) h| Pı 
< р 


В z | pihs 
ие [E Πίου г; рь αὐ Ὁ ἀριάριάᾳ, (2.67) 
vW1 J дх“ 


_ где δαξ = др? /др* — символ аи (0 — при а = в. 1 — при ο α--β), 
qı = г, раз = [Г — 1. 


Полагая 
т = pU (r, t) gab, 
ðPy _ —1 f _3U(Ir— al) ; NA } 
Π.Σ ме (ра, г; р», q2; t) ар:аргА4», (2.67) 
Q 


уравнения сохранения импульсов получим B виде 


АЯ ν'',. 48 β 
ov? дуВ Е, `` σά 
ΡΞ у. | 
Οἱ ΟΧ дхВ дх“ 
α--1. = | 
Вектор Ар! =р,—т\У представляет хаотическое движение час- 
тиц системы. Если температуру в точке г определить. с точностью 


до множителя как среднее по всем скоростям значение кинетиче- 
СКОЙ энергии хаотического движения, Τ.Ε. 


А 
| -Apot f (рт, Г, t) dpı 
E a ENT Пи Ž kT (r, t), _ (2.69) 
|h (Ρι» Γ, 1) dpı 
р 


причем T будет выражено в кельвинах, если k — постоянная Больц- 
мана и если среднее кинетическое давление определить как apup- 
метическое среднее значение диагональных компонент тензора 


па ВЕ 


и aB _ Si о 
Puun TR гу отв. ὃ τῇ 9 (οἷ. + о -- στο, (2.70) 


œ, B=l: 
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то, составляя такую сумму на основании (2.66) и учитывая (2.69), 
‘получим Prust = ΚΙ. Полным, давлением называется сумма р = 
= Prun + Ро. Таким образом, получаем уравнение состояния 


ро = kT + ри, (2.71) 


где v= mMj]p — удельный объем системы в точке (r, t). 
Статистическую теорию рассматриваемой системы (одноатом- 
ного газа) можно продолжить и вывести другие соотношения. 
Существенно отметить, что понятия плотности р, средней скоро- 
сти V, кинетических составляющих тензора внутренних напряже- 


НИЙ сев. ‚и кинетической составляющей давления Prum, Температу-_ 


ры. Г, кинетической энергии (среднее значение (р!)?/2т) связаны 
только с одночастичной функцией распределения fı (ра, qi, t), тогда 
как потенциальная составляющая давления ро, потенциальная 
энергия, выражающаяся, очевидно, через интеграл 


1 
y | И. =r) fz (Ρι» P2, F, q2, t) dp рэ», (2.72) 


связаны уже с двухчастичной (бинарной) функцией распределе- 
_ ния f2, и потому получение закона сохранения энергии потребует 
использования кинетического уравнения для fo, содержащего f3. 
Замыкание системы основных вводимых средних величин (о, V, 
σαβ, ..) и определяющих их уравнений типа’ (2.38), (2.68), (2. 71) 
B MCC производится исходя из макроскопических опытов, а B ста- 
тистической механике — на основании конкретизации свойств си- 
стемы $м и некоторых гипотез. Предположение, что функция pac- 
пределения fs с наибольшим индексом $ является некоторым функ- 
ционалом функций с меньшими индексами (ᾖ--ι, ..., |1), очевидно, 
замыкает систему кинетических уравнений. Предположение, что 
плотность газа мала, вводит малый параметр 1/0. Это означает, 
что для замыкания может быть использован один из методов ма- 
лого параметра. 

Не останавливаясь более подробно на статистической теории 
газа, отметим, что аппарат кинетических уравнений развит также 
Для более сложных систем $ м, состоящих из частиц разного сорта 
и переменного состава. 


$ 3. Термодинамика замкнутых равновесных систем 


Состояние системы Sy равновесно, если 1) она консервативна, 
т. €. потенциал U (q, u) всех внешних и внутренних сил явно не 
зависит от времени; 2) среднее переносное (поступательное и вра- 
щательное) движение ее отсутствует (граница объема У непо- 
движна, среднее количество движения и момент количества дви- 
жения Sy равны нулю); 3) функция распределения | (р, q, в) явно 
не зависит от времени. При этих условиях функция Гамильтона 
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H(p, 9, и) -- Κ(ρ, 9) +U (9, u) =E, 


n 
| и 
к=-- У Фррь n=3N, (8.1) 
| 1,11 a 
является энергией системы, причем она постоянна для каждой CH- 


α i 
crema SẸ? ‘ансамбля (может быть различна для различных α). 
Следовательно, функция 


F(p, 9) = КН, 0), (3.2) 


где 90 — некоторый набор параметров, является решением уравне- 
ния Лиувилля. Именно эта функция лежит в основе термодинами- 
ки замкнутых равновесных систем. 

Условие нормировки функции { (2.6) переписывается в виде 


(ИН, a в), θ)άράᾳ = 1, -RA 
; 


причем существенно, что на границе области Г функция f oôpa- 
‚щается в нуль. | 

_ Возникает вопрос: реализуются ли указанные выше условия 
равновесности Sy в физических средах, так как они движутся, BO- 
обще говоря, неравномерно во времени и неоднородно в прост- 
ранстве? Но если рассмотреть макроскопически очень малый дви- 
жущийся объем, включающий, однако, большое число одних и тех 
‚же частиц, и проследить за такой системой в течение макроско- 
пически очень малого, но превосходящего τε времени, то в соот- 
‚ветствующей подвижной системе координат система приближен- 
но удовлетворяет условию 2, так как силы инерции переносного 
движения (обычно) малы по сравнению с силами взаимодействия 
частий, в частности, за. счет малости занимаемого такой CHCTE- 
мой объема. По свойству физических тел условие | не является 
ограничительным. Что же касается условия 3, то оно выделяет. 
обычно класс так называемых равновесных обратимых процессов, 
которые возможны во многих физических средах. | 


Внутренней энергией Н физического тела называется среднее 
по ансамблю значение энергии H: 


H (u, 0)= (H) = (H(p, q, в КН, 0) ἀράς = K + 0, 


Г 


К() = {К = (К, ФИН, 94, 6.4 


F 


_ О, 9 = (U) = [U (9, КН, бара, 


Г 
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‘где К — кинетическая (тепловая) составляющая, U — потен- 
циальная. | и 

Энергия H(p, q, u) каждой системы $ ансамбля, имеющая 
для ‘нее постоянное значение Н=Е“®, зависит от внешних napa- 
метров μίμι, H2, ..., Ц», .:.), определяющих внешнее силовое поле и 
границу объема V, занятого системой. Среди ur находятся сам 
объем V, геометрические параметры, определяющие форму грани- 
ΠΡΙ объема У, координаты внешних тел, тия на систему 


эм, и т. п. Они одинаковы для всех систем 540) ансамбля. Поэтому 

параметры ur можно назвать внешними. Параметры 0 ἴθι, O2, ..., 
Os, ...) называются внутренними макроскопическими параметрами: 
от них зависит f, но не H. 

Равновесным процессом изменения состояния тела называется 
непрерывная последовательность равновесных его состояний, по- 
лучаемая непрерывным изменением макроскопических внешних и 
внутренних параметров u, 0; при этом, конечно, сам вид функций 
ЭН р, 9; и), КВ, θ),:Η(ψ, 0), .. не изменяется, т. е. их изменения 
за счет приращений ur, 0. выражаются полными дифференциа- 


лами: 
\ CoH: ᾽ 90 , 
ὃ | ди; и, ди, U,» 


= ἽΝ; C δῷ, 


вн = "2" 


Эти' выражения верны независимо κε того, возрастают или убыва- 
ют параметры u, 0 во времени; при заданных числовых значениях 


р, q, u, 6, бы, 60 вариации ôH, ôf, δΗ. ... суть постоянные числа, 
так как коэффициенты при вариациях в правых частях равенства 
явно от времени не зависят. Такие свойства связей между вариа- 
циями различных определяющих систему функций типичны для 
обратимых процессов. 

По аналогии с определением сил, действующих на частицы 
системы Sy через производные от потенциала И по координатам 
‚точек, в выражении ÔH производные 

ан _ ди εδ ο (3.6) 
ður > др, 
можно определить как истинные внешние силы, действующие на 
систему $м со стороны внешних тел. PAMETEN что так как и, — 
«координата» внешнего тела, то сила 
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= (—Р 
a E 


действует на внешние тела со стороны системы. 
Поскольку Н=Е@®@) различны для разных систем ансамбля, то 


различны и силы Py. Средней внешней силой P,, соответствующей 
параметру ur и действующей на тело, называется среднее по ан- 
самблю значение P,: 


τ oH 
Psw | -7 44. (3.7) 
T r 


Работа δ΄ Α, сообщаемая телу при изменении внешних параметров, 


определяется суммой P,ôur по r и равна, очевидно, среднему по 
ансамблю значению вариации функции Гамильтона <6Н>: 


ВА = Ἐν. = (δ) = | Нара. 63 


Отметим два важных соотношения, используемых в дальней- 
шем. Варьируя по параметрам μ, 6 нормировочное. соотношение 
(3.3), необходимо учитывать, что граница области интегрирова- 
ния Г зависит от некоторых из параметров ur; но, как уже OTME- 
чалось, значение функции Î на этой границе при любом значении 
и; равно нулю. Следовательно, знак вариации по W и O B (3.3) 
можно внести под интеграл, тогда 


f /арад = 0. | (3.9) 


Г 


По такой же причине для любой функции F (р, q, u, 0) среднее ее 
значение по ансамблю 


F=(F)= | F(p, q, в, 0) f(H, 0) ἀράᾳ (3.10) 
T s 


варьируется так, как будто граница области Г не зависит OT ц, 6: 


69 =ô [ Ffdpdq a [ KFA) dpdq. | (3.11) 
Е г 


Теперь получим первый основной закон термодинамики. Варь- 


ируя выражение внутренней энергии Н (3.4) по параметрам μ, 0 
и учитывая свойство (3. 11), находим 


ôH = | $ (Hf) араа = | δΗ}άραα + | Ηδ᾽άράη. 
Г | Г ΣΠ. сы 


или, на основании (3.8), 
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ôH -- δ’ 2 + { Нбрарад == 8’А + δ’, ` (3.12) 


где 


5 = | Hôfdpdg. У (3.13) 
| 


Если энергия всех систем ансамбля одинакова, т. e. H=E® = 
---Ε--εοποί, то согласно (3.9) 


5'0=Е | δῥάράη = 0. 


E 


Тело, представляемое ансамблем системы $м, в этом случае назы- 
вают заключенным в адиабатическую оболочку, процесс измене- 
ния состояния его — адиабатическим. Изменение внутренней энер- 


гии при этом согласно (3.12) равно работе внешних сил: 5Я =6'А.. 
_В общем случае равновесного процесса из (3.12) следует, что 


δΗ-εδ’Α; величина δῷ (3.13) называется количеством тепла, CO- 
общаемого телу извне. Это количество в феноменологической тер- 
модинамике определено независимо и до создания статистической 
теории. Формула (3.13) позволяет вычислить его теоретически, 
если известны функции Ни ](Η, 0). 

Назовем энтропией $ тела величину, пропорциональную сред- 
нему значению по ансамблю логарифма вероятности:] 


(и, θγ----ἑ(ῑη}(Ω, θ))-- —k f fln ра, (3.14) 
{ P | 


где ^ — константа (постоянная Больцмана). Один из параметров 
‚9; назовем температурой тела ð; и потребуем, чтобы количество 


тепла 5’О (3.13) имело интегрирующий множитель 01 и с этим 
множителем представляло полный дифференциал (по параметрам. 
и, 0) энтропии S: | | 


e ROE GS. (3.15) 
6, 


Мы потребовали, по существу, чтобы введенные количества ÔQ, S 
‚И Ois удовлетворяли второму закону феноменологической термоди- 
намики обратимых процессов, так как (3.15) имеет форму выра- 
жения этого закона. Поэтому вывод может казаться случайным. 
' Но ведь и количеством тепла выражение 


Ηδῥάρα 
| fdpdq 


' названо тоже из сопоставления формулы (3.12) с выражением 
первого закона термодинамики. Необходимо еще проверить, при 
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каких условиях справедливо уравнение (3.15), так как количество 
тепла 6’О уже определено выражением (3.13), вариация 6$ MoO- 
жет быть найдена из. (3.14), параметры 0, еще не определены. 
В статистической трактовке, т. е. с учетом (3.13) и (3.14), уравне- 
ние (3.15) должно быть тождеством, как и уравнение (3.12), вы- 
ражающее первый закон. Из (3.14) находим вариацию 6$: 


58 = — k f ô (FIn f) dpdq = — k È In föfdpdq — k f öfdpdq, ` 
E TE Г | Г” $ 


или, учитывая (3,9), 


ей [Πα föfapaq. ть (3.16) 
Г 


Внесем выражения (3.13), (3.16) в (3.15) и перепишем полученное 
уравнение в виде , к | 


( [žin F (H, ϐ) + a ôfdpdg = 0. (3.17) 


e 


Чтобы для любой вариации 6] этот интеграл равнялся нулю, B 

соответствии с (3.9) необходима и достаточна независимость от. 

= (р, 9) подынтегрального выражения, стоящего в квадратных скоб- 
ках. Обозначая это выражение через 605/61, τ. e. 


kO, А-Я Oy, Ca 
и усредняя (3.18) по ансамблю, получим 
0, = A — 0,5. | (3.19) 


В макротермодинамике такое выражение известно как выраже- 
ние свободной энергии Гельмгольца 9›==р через внутреннюю энер- 
ruro H, энтропию S и абсолютную температуру 9! =Т в градусах 
Кельвина, если в (3.14) множитель ^ является постоянной Больц- 
мана. Таким образом, уравнение (3.15) действительно выражает 
второй закон термодинамики, если функция вероятности | имеет 
вытекающее из (3. 18) выражение Я 


р = e HDRT, (3.20) 
где T — абсолютная. температура и \ф — свободная энергия 
ф=Я— TS. (3.21) 


Последняя, конечно, может быть функцией внешних параметров 
Hr и температуры E. 

Ансамбль системы Sy, определяемый функцией распределения 
{ (3.20), называется каноническим ансамблем Гиббса. 
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Другой подход к получению второго закона термодинамики 
основывается непосредственно на рассмотрении канонического ан- 
самбля. Пусть функция распределения f имеет вид (3.20), где & — 
универсальная константа, p и Г— не зависящие от (р, q) napa- 
метры. Найдем из (3.20) 


ψ -- Η 1- ΕΤΊπῇ — 6.99} 
и усредним это равенство ΠΟ ансамблю: получим 
p= +kT (nf). a O 


Сопоставляя это выражение с выражением свободной энергии 
Гельмгольца, заключаем, что если T трактовать как абсолютную 
температуру, το — k<ln f> должно. представлять энтропию δ. 
При такой трактовке параметров второй закон термодинамики 
получим непосредственно из выражения (3.13). Подставим выра- 
жение Н из (3.22) в (3.13), после чего получим i 


δῷ = f p —kT Inf) άρα = p f ôfdpdqg — ΕΤ f 1n ]δ[άράᾳ; 
r Г Г 


первое слагаемое правой части равно Ро на’ основании (9. 9), во. 
втором 


f ty fôfdpdq = ὃ | На } ἀράη = ὃ (1π f}, 
Γ Γ 


следовательно, 


— 


а ο 


т..е. Г — интегрирующий множитель количества тепла 5'О и no- 
тому — k<ln f> есть энтропия S. 

Одна из основных задач статистической термодинамики со- 
стоит в нахождении уравнений состояния тела, т. €. связей между 
внешними силами Р,, внешними параметрами ur и температурой 
_Т, а также в определении энтропии S. Покажем, что если свобод- 
ная энергия известна как функция ur и T, т. e. ψ--ψίμ, Г), где, 
как и ‘прежде, и — совокупность (μι, И», ... ...), то уравнения 
состояния и энтропия вполне ‘определены. Tina ` этого перепишем 
уравнения (3.12), (3.15), выражающие два основных закона тер- 
модинамики, в виде’ 


δΗ = ‚+69, Θ᾿ (3.24). 
> TôS = 6'0. 
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и используем их следствие 


ôH — 765$ = у Бал. 


Внося в это уравнение выражение 6Н, вытекающее из (3.21), 
ôH = бу + TS + 56Т, 
получим основное термодинамическое соотношение 


δψ + 56Т = У`Р.бр,. (3.25) 


Отсюда получаем выражение для энтропии и уравнения состояния 
системы: 


$=—040Т, P, = ðpðu, (.--1,9,3,.... (8.96) 


Геплоемкостью системы при постоянных значениях парамет- 
ров ur называется количество тепла, необходимое для нагревания 
единицы ее массы на один градус Кельвина 


что при ur = const следует из (3.24); при этом Мк обозначает 
массу системы. На основании (3.21), (3.26) получаем | 

95] _ д 

ΛΜίοι = T — = —T ют 

Е о 


Итак, основная задача сводится к определению свободной энер- 
гии ψίμ, Г) по заданной функции Гамильтона (энергии) системы 
H(p, q, и), и для конкретных физических сред это почти всегда 
трудная задача. Выражение yp через H в виде функции интеграла 
состояний 2 (в, T), определяемого интегралом по всей фазовой 
области Г формулой 


Z T) = | ϱ-Ηΐρ.α,μ)/ἑΤ dpdg, (3.28) 
P | 


находится просто из условия (3.3) нормировки функции f (3.20) 
\ е—(Н-Ф/йт dpdq = οὐ/κΤ Z = 1. 
Г 
Отсюда. 


(и, Т) = — #Г ша, Τ). (3.29) 
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Но вычисление интеграла состояний (3.28) для конкретных задан- 
ных физических сред всегда сложно. Большие трудности пред- 
ставляет и составление выражения функции Гамильтона Н. 

Для простых систем, т. е. состоящих из частиц, которые доста- 
точно точно представимы материальными точками, выражение 
интеграла Ζ (3.28) несколько упрощается, так как для них 


n=3N p? 
N N: 
H = В. 
== 
Интеграл состояний представляется в виде произведения двух ин- 


тегралов: одного — по области Г. от функции, зависящей только 
от 4, который обозначим 


D (и, T) = | ε-ζίο,μ)/.Τ ΜΝ k (3.30) 
T4 
и интеграла 
Е Σ р2/т 
Ре А ар, | (3.31) 
| Г 


причем, конечно, 


- d. == dq dq» «ο.» dq,» 
ар = ара. р.п FaN 


Обычно предполагается, что область Г» изменения импульсов бес- 
конечна, т. €. каждый импульс р; изменяется от --οο до +00. 
Поэтому интеграл I (3.31) представляет произведение п=3М ин- 
тегралов вида 


UD. fe giam, — И2лЕТт 2nkTm, 


---οο 


т. €. равен | 
ИГ = (ВЕ,  Βὲ = 2 Ет: (3.32) 
Таким образом, к 
Z (в, T) = [ВТО (p, D), . Ἢ (3.33) 
и потому для простых систем согласно (3.29), (3.21), (3.26) 
ф = — ŽART Пот +1nD (p, T) + 1nB,], 


5l 
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Глава Ι. Система ыы и континуум 
ευ .-Ἓν =. (3.34) 


В качестве простейшего примера 5 равновесной си- 
стемы. рассмотрим разреженный одноатомный газ, заключенный B 
объеме У. Атомы на больших расстояниях не взаимодействуют, 
имеют пути пробега в пределах всего объема У и кратковременно. 
взаимодействуют только при «столкновениях». Поэтому такой газ 
можно рассматривать как идеальный, т. е. потенциальную энер- 
гию U положить равной нулю. Из h 30) 


D?NI2 -| dq = | dq, dadia- i, dpn = | dq, d, dqa)" =V, 
la та 


так как в произведении 44 каждое последовательно одно за дру- 
гим расположенное произведение трех дифференциалов декарто- 
вых координат различных точек oopaayer. R EEO объ- 
ема dV 


dV = dq, 44» 44; = dqa ds 44 = ... 


и все координаты изменяются в пределах всего объема У. Следо- 
вательно, 


В = У, | (3.35) 
причем и=У — единственный внешний параметр системы. Из 
(3.34) находим свободную и внутреннюю энергии газа 

р = ——- МАТ ГП T+ -- ПИ + const | ; (3.36). 
ο. πάν 
Н = -zz МЕГ. 


Поскольку для рассматриваемого газа 


в (У) н() 


то ЗАТ/2 есть средняя кинетическая энергия одного атома’ 


АЙ (3.37) 
$ 2 2 | 


Внешней силой для нашего объема У газа является давле- 
ние —Р(р>0), так как работа δ΄ Α, сообщаемая газу, равна 


δ' А = — раУ. 
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Из (3.26) и (3. 36) NAPONOM выбажание. энтропии и уравнение со- 
стояния: | 


$ = МЕ [In (УТ 3/2} + const], 


ρ-------- ру = МАТ == ВТ. ов 


Теплоемкость при постоянном объеме при Мх=М№Мт на основании 


(3.27) равна. 
E e 


Эт ` 


Из (3.37) найдем характерную скорость атома 


ос = Uz ἕο zr = 0, 16 Им = км. с 1, 


где М — молекулярный вес. 

Неточность уравнения состояния (3.38) увеличивается с увели- 
чением давления р. В табл. 2 дано значение рУ/ЮТ для тех же 
газов при различных р. Поправка для больших давлений и темпе- 


Таблица 2 


Вещество | pisl атм - | р==50 атм | р=1000 атм 
Не. 1,0005 T 1,44 
Ar 0,9999 0,971- 1,675 
№ 0,9998 0,996 1,99 


‚ * В системе СИ давление р измеряется в паскалях (Па).1 атм = 1.105 Па. 


ратур может быть найдена при учете потенциала взаимодействия 
молекул U (q); та получается уравнение состояния: 


an 1D. 
osli ΠΣ 


Коэффициенты B(T), a определяются путем вычисления 
‘интеграла состояний Z. 

Используем еще некоторые формулы для средних величин, вы- 
текающие из кинетической теории газа. . 

Длина [ свободного пробега атома, имеющего эффективный 


диаметр 4, выражается через скорость 9с, число молекул в еди- 
нице объема М/У и число столкновений. одной молекулы в едини- 
цу времени Ист: 


STi o no 
[= 5 [ες = ZT Но 


Глава I. Система частиц и континуум 


Сведения о некоторых газах даны в табл. 3 для T=300 K. 
Таблица 3 


Вещество М | а, А | l, А | п-т, EA Vç Km- c! 
He 4,0 2.9 1936 6,5.109 1,26 
Аг 39,9 3,6 694 5,7: 109. 0,40 
N, 28,0 T 654 7,3.109 0,475. 


Потенциальную энергию U (q) простой системы часто представ- 
ляют в виде суммы потенциалов парного взаимодействия частиц 
типа (0.1) | 


U (q) = Σ О (| Trika l)» | (8.39) 


Κι, Κο 
TAE Fkk, — радиус-вектор, соединяющий ^!-ю и Κρ-1Ὁ частицы 


l Fek, = Fk, ae I 

0 - р ы 
Обозначая Fé, Ч, — начальный постоянный радиус-вектор Р-й час- 
THII H вектор ее смещения относительно точки ГО, так что 


0 
F; — Г» + qz, 


получим выражение U (q) как функции всех q; и начальных KOOP- 
динат точек. Для идеального кристаллического тела с периодиче- 
ской решеткой, находящегося в равновесном состоянии, при ма- 
лых колебаниях атомов около положения равновесия U (q) можно 
‘разложить в ряд по qi, значениям 9:=0 соответствует положение 
равновесия и потому. | 


ðU | ἜΝ 
ба шие, penari M > ‚ Э№). 
+ | Е 3 3N) 


‚ Ограничиваясь квадратичными членами разложения, получим 
И = Y 144», n=3N, (3.40) 
| i j=l 


где Cij — постоянные взаимодействия, U? — начальная ‘энергия B 
состоянии 9;=0. Интеграл состояний Z в этом случае имеет вид 
(3.33), причем интеграл D (3.30) можно вычислить, если допу- 
 стить, что все координаты 4; изменяются в одинаковой области 
(—œ<q; <œ). При этом условие f=0 на границах Гр и Го BHI- 
полняется, так как квадратичная форма (8.40) положительна. 
Предполагаем, что область изменения импульсов Г, также бес- 
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о 


конечна (—00 <р;:<оо). Вычисление интеграла О: в рассматри- 
ваемом случае основывается на приведении положительной KBA- 
ратичной формы к каноническому виду 


п n 
2 
X с9:9; = у, Не, έλα (3.41) 
ЕЕ iai 
[са = ü; ἄν... ἄρ; 5. 48) 
область изменения новых переменных принимается бесконечной 
(—с0 < ЕЁ; < со). Следовательно, 


z F α; δ] | ELAN | 
Da ( f ах Е de i а те "МТ >, (3:43) 
Е 
и поэтому, по аналогии с (3.31) имеем 
20° | 
ре мт, с (аа... а = см. {5.44 


По формуле (3.34) находим свободную энергию и по (3.27) — 
εν ΕΝ теплоемкости (при Ми=п/3т): 


ар = —- ПАТШТ +T +U, 
Τ οφ _ 3 


C =. = = 


F My ЭТ? m’ 


причем предполагается, что’ энергия Uo не зависит от ‘температу- 
ры; с1 — некоторая постоянная, не зависящая ни от температуры, 
ни от равновесной конфигурации системы (параметров μ). Как 
видим, теплоемкость Cy в расчете на один атом постоянна. Для 
кристаллов это подтверждается в опыте только при средних и 
сравнительно низких температурах. При очень низких темпера- 
турах возникают квантовые эффекты, и потому сделанный расчет 
неточен. При высоких — он требует уточнения в представлении 
потенциальной энергии (3.39), так как квадратичная форма (3.40) 
недостаточна. Это ясно на примере потенциала «6—12» Леннарда— 
Джонса. В формулах (0.1) а— равновесное расстояние между 
атомами, силы взаимодействия любой ближайшей пары равны 
нулю при д: =0, τ. 6. натяжение кристалла равно нулю, и колеба- 
ния происходят около этого положения равновесия, причем это 
чисто тепловые колебания (параметры μ--0). Полагая в в 
т=а-и и обозначая #&=и/а, имеем 


U = 240, [— (1 -+ =)-8 + (1 -+ e)—!?] = const + 36 ko, --- EIS 
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Но такое разложение, ‘ограничивающееся выписанным квадратич- 
ным членом, как видно из равенства 


(1 A- ΠΡ + e—121n(1+e) T e 


удовлетворительно хотя бы при |=| <0,05, причем B (3.43) ai — 
порядка 72 Κθι/α; и. ΤΠΕ из перемножаемых ο αμ имеет 
оценку 


__ 360,4? | 


[4 Τα: Ц. 


`Чтобы пределы интеграла можно было взять —oo <и= со, необ- 
ходимо, чтобы абсолютная температура была менее нескольких 
десятков градусов по Кельвину, т. e. 


ο 0 05? > 2, HJIH T< 0.050. 


Глава H 


КИНЕМАТИКА И ВНУТРЕННИЕ 
НАПРЯЖЕНИЯ 


$ 4. Основные понятия и уравнения механики 
сплошной среды 


Будем рассматривать настолько большие тела, что весьма ма- 
лые их части объема dV содержат достаточно много частиц, и 
потому для этих малых областей тела можно ввести понятия 
макроскопических величин плотности тела, перемещения, скоро- 
сти, ускорения, внешних сил, внутренней энергии и других в смыс- 
ле средних по ансамблю (гл. Ι, $ 2). Идеализация истинного фи- 
зического тела в МСС состоит в том, что все рассматриваемые 
средние величины принимают в качестве истинных. Количество и 
математическая природа ‘вводимых средних величин таковы, YTO 
с достаточной точностью можно описать внутреннее состояние 
тела и взаимодействие между телами. В основах МСС главным 
образом рассматриваются механические и тепловые взаимодей- 
ствия и деформации малых объемов, причем иногда учитывается 
действие на них электромагнитных полей, химических реакций 
πο... 

Для изображения состояний и процессов в МСС используется: 
трехмерное евклидово пространство с различными системами ко- 
ординат и классическое время. Выбор системы координат произ- 
волен и не должен сказываться на физических следствиях полу- 
чаемых уравнений. Значит, математические объекты, характери- 
зующие физические явления, не должны зависеть от частного 
выбора системы координат, а физические законы должны выра- 
жаться через эти объекты математическими соотношениями, ин- 
вариантными относительно преобразований системы координат. 

Основные математические объекты МСС суть тензоры различ- 
ных порядков: нулевого — скаляры (плотность, энергия и др.), 
первого — векторы (радиус-вектор, поток тепла, скорость и др.), 
второго — тензоры деформаций, внутренних напряжений и др. 
Все эти тензоры считаются непрерывно дифференцируемыми до- 
статочное число раз по координатам и по времени, следовательно, 
ограничены вместе с их производными в области тела. 

Определения основных величин в МСС можно рассматривать 
как априорные, и тогда получающиеся уравнения, подобно закону 
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Ньютона для точки тх=Р,‚, станут содержательными законами 
‚только на основании экспериментально обоснованных гипотез, 
‘устанавливающих дополнительные связи между введенными вели- 


чинами. В случае mx= Fx дополнительная связь дается гипотезой 
Ε---}(α, x, t). Решение уравнения тх={(х, X, t) составляет мате- 


‘матическую; а нахождение Р,=]|(х, x, Г) — физическую задачу. 
Стремление сохранить понятия и общий вид (форму) соотноше- 
ний между вводимыми величинами такими же, как в механике 
системы и термодинамике, подсказывает целесообразный набор и 
характер вводимых в МСС величин. Каждое из вводимых ниже 
определений изучающему МСС целесообразно сопоставить с со- 
ответствующим средним по ансамблю (по времени), считая, что 
системе Sy соответствует а конечная (т) или «бесконеч- 
но малая» (оАУ) масса. 

Пусть С — произвольная конечная область неподвижного про- 
странства наблюдателя, X = же, - хое›-{ хзез — радиус-вектор HEKO- 
торой его точки, У — объем, 2 — граница G, у— единичный BEK- 
тор внешней нормали в какой-нибудь точке ΧΣ границы Σ, dV= 
=ахАх.4хз — элемент объема; АЯ=уХ — вектор — элемент пло- 
щади поверхности È. 

Плотностью среды в некоторой точке х в момент времени f 
назовем неотрицательную однозначную функцию р(х, t), опреде- 
_ ленную в области С и на границе Σ, а также в окрестности È со 
стороны внешней нормали у, причем такую, чтобы массой среды 
в объеме У была величина интеграла по объему У области G: 


= f pav. 4.1 
Je а 


Координатой центра масс называется точка Хс, определяемая 
равенством 


тхс = fp (EdV. | (4.2) 


Расширенную область G, включающую границу Σ и окрест- 
ность со стороны внешней нормали, обозначим (ΟΞ. Предполагая 
G односвязной и стягивая ее внутрь G* к точке Χ, заключаем, что 
p(x, ПАУ есть масса среды в объеме dV, а хс отличается от X- на 


величину порядка. αγ по модулю. 
ΠΕ дано поле вектора у(х, t), называемого скоростью ‘сре- 
I. Величину pdVv назовем импульсом, или количеством движе- 
ния массы pdV; у(х, Г) — вектором скорости массы pdV. Количе- 
ством движения массы т естественно назвать тогда выражение 


тус = | руду, EE" 
V 


Ус — вектором скорости центра масс. 
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Движущейся границей У; (с внутренним объемом Vg) неизмен- 
ной массы Mg среды называется граница È односвязной области 
`@, любая точка М которой при изменении времени t на t + dt 
перемещается по нормали на величину Vydt, оставаясь в области 
Ον, причем у и внешняя нормаль v берутся в одной и той же TOY- 
ке М на »,. Скорость изменения объема Vg области, занимаемой 
неизменной массой, будет | 


Zae | v»az. (4.4) 
dt H 


g 

Ниже на выкладках, сопровождающих утверждения и опреде- 
ления, можно не сосредоточивать особого внимания, так как они 
обстоятельно делаются в следующих параграфах. 

Среда с массой Mg, заключенная внутри движущейся поверх- 
ности, называется частицей тела, или физической частицей; в част- 
ности, бесконечно малой частицей будем называть среду с массой 
ρα. 

Координата ¥, (1) мт массы частицы: 


х, = (4.5) 
νε 
как и ее скорость V (ć): 
V; = Ее ρνάν, _ (4.6) 
mg 
g 


будут изменяться со временем. 
Стремясь сохранить кинематическое соотношение механики си- 

стемы материальных точек между скоростью и координатой центра 

масс, положим 

η ὍΣ 


v, (t) '= (4.7) 


Стягивая G в точку Χ, получим из (4.5), (4.6) | 
| X, = х-0 (и dV ); У, =V sa малая высшего порядка. 


Таким образом, значение у(х,1) в точке х можно рассматри- 
вать как скорость движения бесконечно малой частицы или точки 
среды с координатой Χ в момент t. Если Х — радиус-вектор ecko- 
нечно малой частицы, меняющийся по закону X(t), то ее скорость 


у (х,!) равна х. Отсюда получается дифференциальное уравнение 
движения бесконечно малой частицы: 
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и = E t). n 48). 
Решение этого уравнения при начальном условии 
| 2 =0, х=х _ (4.9) 
дает закон движения точки среды 
x = x (x, Í). | (4.10) 


По свойству функции v(x, t) решение (4.10) однозначно и непре- 
рывно по X, l, откуда следует непрерывность преобразования на- 
чальной области, занятой средой, в область, занятую ею в. MO- 
мент ἴ. 
Разность. 


HNE | (4.11) 


называется вектором -перемещения бесконечно малой частицы и 
на основании (4.10) может рассматриваться, как и все другие при- 
писываемые ей величины, как функция либо X, t, либо X, t. 
Понятие плотности о сплошной среды в МСС доопределяется 
требованием, чтобы масса, заключенная внутри границы Σς, не из- 
менялась во. времени, т. €. 
dme. fot) аи —0. (4.19΄) 
dt dt ;. 
| | ка μχθ- | | 
Именно это требование оставит величину о в соответствие постоян- 
ству числа частиц системы Sy, а у— средней по ансамблю скоро- 
сти системы (гл. Г) и называется законом сохранения массы. Со- 


отношение (4. 2) чисто формально может быть приведено к виду 
(2.38) 


+1 1х (ру) =0. (4.12) 


На основе понятия частицы естественно вводится понятие мас- 
совой силы, действующей на частицу, как интеграла по У, от 
Е(х, Г о4У, и потому полевой вектор Е(х,{) рассматривается как 
сила, действующая на единицу массы, а Εργά — на объем (ἀΥ ς 
бесконечно малой частицы. . 

Также вводится ускорение вы t) бесконечно малой физиче- 
ской частицы: 


ὧν (x,t 
w(x, t) = Ten 


где х удовлетворяет уравнениям (4.8), (4.10). 
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Так как ¥ = x (x, t), то 


dv ду ду | 
--- — ие » l | 
Δ. ot a дх ᾿ | (4 3) 


z 
] 
| 


| ду | 
где конвективное ускорение, αν Ἐν ΒΕΚΤΟΡ ν F ‚ Имеет компоненты 
Χ 


- τα -- to до; 


19. 14}. 
ΤῊ πρ i . 8. Ὢ | (4.14) 


Скорость изменения во времени какой-нибудь функции (X,t), xa- 
рактеризующей физические свойства частицы B (X, t), 


$: В. ya μας (4.15). 
dt Οἱ ΟΧ 
где Е 
οφ οφ , дф οφ 
v= = —-о U 4.16) 
E 1 ϑχι SAA дхо м. ὄχι ν΄. ) 


называется полной, или субстанциональной, производной φ. Co- 
гласно (4.13) ускорение есть полная производная скорости по 
времени. 

Кинетическая энергия Κε частицы в объеме Vg, внутренняя 
энергия Ug, энтропия Sg и другие экстенсивные (пропорциональ- 
ные массе частицы) величины вводятся по их определению для 
постоянной массы Mg, т. €. соответственно 


К, = his U, = | ouav, S, = | osav, Е. 
Vg Vo Vg 


_где и, $ — плотности внутренней энергии и энтропии в точке среды. 
Свободная энергия ф(х, t) определяется соотношением 


p=u— Ts, . (4.18) 


совпадающим с определением (3.21). Температура Т(х, #) и apy- 
гие интенсивные величины вводятся как некоторые полевые функ- 
ции Χ, t; все эти функции ниже доопределяются уравнениями. 
Изучаемые в МСС величины являются аналогами величин 
классической и статистической механики замкнутой системы, хотя 
исторически они введены в МСС до создания статистической ме- 
ханики и совершенно независимо. (Некоторые из них введены в. 
статистическую механику позднее как аналоги понятий МСС, на- 
пример понятия напряжений, деформаций, потока тепла.) 
Вводимые в МСС для Mg аналоги уравнений количества ABH- 
жения и момента количества движения абсолютно твердого тела 
приводят к понятию. Ἠθγσρεμήσρο Ἠαρκεμμα Ру. | 
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Поскольку векторы внешней массовой силы Е(х, 1) и ускоре- 
ния W(X, t) уже введены, найдем разность ὃς: 


[ρ(π--Ε)α =F,- | (4.19) 
ν | 

£ ‚ 
На основании ранее введенных определений левая часть (4.19) 
равна MgWg—MgFg ‘и поэтому 


Mg Wg — т Е, = Pp (4.20) 


а при стягивании Xg к точке х отсюда получается 
р = oF + P(x, t). (4.21) 


По аналогии с динамикой абсолютно. твердого тела Pg трактуется 
как сумма всех сил, действующих на поверхность 2g тела (сумма 
всех сил, действующих вну- 
три объема Ув (4.19) уже 
учтена). Следовательно, не- 
обходимо ввести Е 
вектора силы ὅθν(Χ, t) 
каждой точке в 
Èg и понимать ее как дейст- 
| ‚ вие в этой точке на δα ча- 
| сти тела, находящейся вне 
i Χ Èg. При таком понимании мы 
-| --4----f- : должны считать &®, (X,t) 3a- 
“ 9. висящим не только OT ¥, t, 
EFI ; HO и от ориентации площад- 
HAR ки ἀΣ-ΞνΩ͂Σ, т. 6. от ν. 3Ha- 
2 Φ чит, Qy --ΟΠΟΧΚΗΡΠ вектор, 
Σον структуру но рот надо 
И ‚ ВЫЯСНИТЬ. 
| Пусть поверхность Xg в 
момент Г совпадает с по- 
верхностью малой области, имеющей вид прямоугольного коорди- 
натного параллелепипеда (рис. 4.1) с бесконечно малыми ребрами 
di, Q2, аз. На каждой грани у постоянно, координаты X отличаются 
между собой на величины порядка αι, Q2 или Q3 и, значит, с точ- 
ностью до бесконечно малых с^, постоянны в пределах каждой 
грани. Главный вектор сил, действующих со стороны поверхности 
на объем АУ=а1а2аз, получим сложением всех векторов ὅθ; = Phi 
_(:=1, 2, 3) (у;—единичный вектор, направленный по оси х;). Обо- 
значая штрихом и двумя штрихами значения этих векторов на про- 
тивоположных гранях, получаем главный вектор поверхностных 
хил, действующих на параллелепипед с ребрами αι, а», аз. 


AA 


5I 
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P, = ανα» (P1 — P1) + аза, (P2 — Pi) + ἄγαν (Ps — F3). 


Применив теперь соотношение (4.19), получим с точностью до ма- 
лых высшего порядка 


ey — Е ана = P, = аа: А $, + ἄραι А ὅθε T а1а» AP, (4.22) 


а эти ‚НОЯ согласно (4.22) имеют порядок а, 


πο 
di L a; + O (0), 4% 


(4.23) 


т. е. они стремятся к нулю -@ 
при а;->0, то, следователь- | 2 
но, справедлив закон равен- ἘΝ | 
ства действия и противо- D | 
действия: Pi = ὅθι. Внося 
значения (4.23) в (4.22) и | 
сокращая на ἀιᾶρᾶς, полу- | 
чим (4.21), причем вектор ὅθ τα.“ 
имеет ΛΗΒΕΡΓΘΗΤΗΗΙῚ вид. }- | | | 
($ 2.2)  'ΨΡ̓ | ΧΙ 


9 : 
ο Pi x, t) 


AP; = 


дх; 2 Á 
(4.24) | - 


Если применить соотно- 2 
шение (4.20) к координат- 
ному тетраэдру (рис. 4.2) с 
наклонной плоскостью, име- Рис: 4.2 
ющей внешнюю нормаль ν 
с ее направляющими косинусами v; (1=1, 2, 3), то аналогичными 
выкладками получим выражение плотности силы ©, на наклон- 
ной площадке через координатные векторы ὅθε: 


Py (х, 1) --Σϑθιν;. ``. (4.25) 


По определению подчиняющиеся таким преобразованиям векторы 
образуют объект, не зависящий от выбора системы координат 
(xi), называемый в МСС тензором внутренних напряжений. Здесь. 


мы обозначим его 9; он вполне определен векторами ©; или их 
компонентами, обозначаемыми 0;; В пространстве наблюдателя 


(xi): | 
ὅδ; =z 011 e, а Ото 6ο + Oig €g — Οι; €j. | (4.25΄} 
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Определение и уравнение момента количества движения _ Mg 
вводится аналогично, и в результате доказывается, что тензор P 
симметричен, т. е. для его компонент справедливы равенства 
Oij=0O;ji (если нет специального внешнего моментного поля сил). 

Умножая выражение (4.21) на у и интегрируя результат по 
объему И, массы Mg, после преобразований получаем закон со- 
хранения механической энергии 


d 
ИА. | (4.96) 

dt т 3 
где А называется мощностью массовых сил F в объеме У. и πο- 
верхностных сил ©^, на Σς, W — мощностью внутренних напряже- 


ний (тензора ὅθ): τ 


A = | о БУДИ + | 80) vaz, 


Vg Σς ! 
Wi= [ψ|αν; W= У ви, (4.27) 
Vg #]=1.2,3 i | 


причем №, — плотность мощности. При этом возникают величины 
Uij, образующие тензор скорости деформации с компонентами 


1 ду; Ου] | 
üi = Ure e 4.28 
i ᾿ 2 дх; дх; ). l ) 


вполне определяемый вектором V(X, t). В МСС вводится также 
понятие тензора деформаций gij, компоненты которого выражают-^ 
ся через производные вектора перемещения U(X, £). 

Кинематический смысл и; и Εἰ} состоит в том, что они одно- 
значно определяют соответственно скорость изменения и измене- 
ние формы границы рассматриваемой физической частицы, кото- 
рая при #=В заключена в бесконечно малом кубике с ребром аб; 
оказывается, что этот кубик в любой другой момент {> стано- 
вится косоугольным параллелепипедом с размерами ребер поряд- 
ка αὖ, изменение объема определяется плотностью р (Х, t), которая 
однозначно выражается через тензор 8ι;. 

`Термодинамические соотношения в МСС вводятся в предпо- 
ложении, что малую частицу с массой т, можно рассматривать 
как термодинамическую систему с макроскопически однородным 
по объему распределением средних по ансамблю, причем время τ: 
‘системы мало настолько, что бесконечно малый с точки зрения 
МСС интервал времени dt очень велик сравнительно с т. и малая 
с позиций МСС частица Mg=pdV o является системой δν с очень 
большим числом М частиц. К этому есть основания, так как мас- 
штабы рассматриваемых в МСС времен #Ё и размеров тел l пред- 
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полагаются несоизмеримыми с их ‘масштабами для _ представи- 
тельных систем статистической механики. 

Применительно к Mg, имеющей форму кубика единичного объ- 
ема, мощность М, является секундной работой внешних по OTHO- 
шению к Mg сил Pi. За время. dt работа их будет равна М, 4 


приращение внутренней энергии, равно αρ dt. «Сообщаемое 


тепло» обозначим Qdt и положим в соответствии с законом сохра- 
нения энергии 


ρος - гы AN s e (4.29) 


причем и, Wi, Q — функции (x,t) при условиях (4.8), (4.10). Cu- 
стема Sy, составляющая Mg, за время É—to прошла через после- 
довательность очень большого числа различных состояний, мед- 
ленно и мало ` меняющихся. Кроме внутреннего параметра — 
температуры Τ (Χ, t) — внешними параметрами Sy. являются изме- 
няющийся обратно пропорционально p(¥, Г) объем и «перекосы 
кубика», характеризуемые тензором +, (х, t). Так как длительный 
процесс за время f—fto в целом неравновесный, то компоненты TEH- 
зора деформаций =:., вообще говоря, не являются параметрами 
состояния, определяющими плотность внутренней энергии u(x, t). 

Второй закон — баланса энтропии $ (х, Г) — в МСС обычно за- 
писывается по аналогичным соображениям в виде 


Τ =: Об, (4.30) 


где w* называется рассеянием, или диссипацией. В системе Sy 
энтропия — функция тех же параметров состояния (Mo, μι, ...), OT 
которых зависит и и, но с учетом в целом неравновесности состоя- 
ний Mg рассеяние &*, вообще говоря, отлично от нуля. Свободная ` 
энергия вводится, по определению, формулой (4.18). 

`’Поток тепла определяется как вектор 9(х,2), создающий при- 
ток тепла Q; к частице через‘ее поверхность, точнее, он вместе C 


Q доопределяется одним из скалярных соотношений 


Q, =— [ανάΣ, ὃ,-Ξ | Qay, и 

Σ; ! Vy | | 
в котором ηνάΣ --η4Σ — поток вектора q через площадку а» no- 
верхности Σς в единицу времени. Иногда учитывают, что приток 


тепла Q в единицу объема частицы может возникать не только 
через. ее поверхность, но и прямо в объем (проникающий приток), 
чего для простоты здесь не рассматриваем. Из (4. 31) формально 
следует 
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Q = — divq. (4.32) _ 


Вектор 4 реализует теплообмен между соседними частицами 
_И зависит от их состояния. (обычно температуры), но не от скоро- 
сти движения частиц. 
`Выпишем теперь сводку всех дифференциальных соотношений 
между введенными пятью скалярными величинами р, Г, и, S, ων, 
двумя векторными у, 4 и двумя тензорными σον 0 
Сохранение массы (4.12): 


-æ + му) =0; | (1) 

REER импульса (4.21), 6 24): 
3 | 
-----ρΕ у Pi = σε; (ID) 


выражение тензора скоростей деформаций -3 вектор скорости 
у (4.28): | 


уе рб р, ] 
(v:;) о S E r } | Ξ ᾶ (I Г) 
сохранение энергии (4.29), (4.32), (4.27): 

ήτο 
ρ---- », 0110; — divg; __ (У) 


L j=l 
 6azanc энтропии (4.30), (4.32): 
рт = —divq +w. (V) 


Почти всегда вектор q связывают с полем температур законом 
Фурье 


q= — Л этааТ, a (VI) 


где Л — известная матрица коэффициентов теплопроводности. 

Система (П)—(УТ) незамкнутая, ‘так как содержит три скаляр- | 
ных (Г), (ТУ), (У), два векторных (I), (УГ) и одно тензорное (ПТ) κ 
дифференциальное уравнение 1-го порядка по t, X, иначе — 15 cka- 
лярных уравнений относительно 23 функций, что естественно, так 
как среда не конкретизирована. 
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$ 


Для некоторых сред и процессов число введенных скалярных 
величин уменьшается; в жидкостях часто тензор 0:; сводится к 
одному давлению p(X, t), для равновесных процессов принимает- 
ся и*=0, иногда поле температуры Т(х,{) считается известным 
И T. Д. 

Решением основной термомеханической задачи МСС для обла- 
сти G с границей » называются вектор перемещения и (или CKO- 
рости У) и температура T, определенные для всех точек среды 
внутри G и на границе » на интервале времени &<т=. Для TO- 
лучения решения необходима замкнутая система уравнений для 
точек внутри G. 

Замыкание приведенной выше системы уравнений в МСС осно- 
вывается на понятии макроскопически равновесного, вообще гово- 
ря, необратимого процесса с диссипацией и основном постулате 
МСС — постулате макроскопической определимости ($ 11, 12, 19). 
Задать такой термомеханический процесс Пх в фиксированной точ- 
ке х=соп${ среды — значит задать в этой точке на интервале вре- 
мени &<т=< температуру T(x, τ) и тензор деформации =; (х, т) 
в виде функций времени т; задать некоторые начальные условия 
для них при τ-Ξίᾳ. При движении любой сплошной среды в раз- 
личных ее точках происходят различные процессы, и потому мож- 
но определить некоторое множество процессов МП, ПхеЕМП, na- 
пример, в виде множества дважды непрерывно дифференцируемых 
по (x, τ) функций (T(x, τ), г: (х, τ)). Постулат означает, что для 
любого ПуЕМП тензор напряжений и все функции, характери- 
зующие состояние в момент Е для среды заданной физической’ 
природы, являются определенными функционалами (операторами 
по ToT to над функциями T(x, τ), εἰ;(Χ, τ)). Эти операторы, 
как и физические константы вещества, не зависят от конкретного 
вида ПхеМН. Из постулата следует, что если указанные функ- 
ционалы найдены из некоторой частной системы опытов с про- 


цессами HEMI, TO они определены и для любого ПуеЕМП. 
Если известен функционал, связывающий тензор напряжений 


S= (Sü), где Sti — преобразованные к определенной (лагранже- 
вой) системе координат компоненты Gij, с тензором деформаций 


= `(&;;) и температурой 
$ = $ [8 (x, τ), T(x, ЗЕ, (VII) 
и известно поле температуры 


ти: (VID 


то система уравнений (Г), (ID), (III), (УП), (VIII) называется 
замкнутой для вектора перемещения и (4.11) (или скорости У), 
т. е. является такой системой функциональных уравнений для вну- 


3 67 


Глава П. Кинематика и внутренние напряжения 


тренних точек заданной области С пространства движения среды. 
с границей », для которой существует решение u(x, t), если всюду 
в С задан вектор массовой силы F(x, t), а на границе È и в Ha- 
чальный момент Ё[=® заданы некоторые граничные и начальные 
условия. 

Если решение основной задачи известно, то для любых (X, t) 
известны и процессы деформации ($6), и внутренние напряжения 
согласно (УП), и все другие физические величины, определяемые 
заданными операторами по (X, t) над функциями о ΚΑ Нее 
Вопрос единственности решения основной задачи рассматривается. 
в каждой задаче отдельно. 

В МСС используются два критерия для выбора физически воз- 
_ можного решения: термодинамический критерий и критерий устой- 
чивости. Критерий устойчивости решения основной задачи бази- 
руется на том, что в физических задачах начальные и граничные 
условия; а также вектор массовой силы нельзя задать абсолютно 
точно, возможны некоторые небольшие отклонения, называемые 
возмущениями. Если решение задачи с возмущениями в некото- 
ром смысле мало отличается от решения основной задачи, послед- 
нее считается устойчивым. 

= Если B термомеханической задаче поле температуры (VIII) 
не задано, то система уравнений (I), (II), (ПО, (УП) незамкнута 
и должна быть дополнена уравнением, определяющим температу- 
ру Г. Для этого нужно рассмотреть термодинамику частицы по- 
стоянной массы т=оАУ. Пользуясь общепринятым неопределен- 
ным термином энергия и основным постулатом, можно ο 


что если процесс изменения состояния частицы 6 (т), Т(т), 
к <т=Ь задан, то она в момент Ё за время dt выделяет и пере- 
дает окружающей среде некоторую термомеханическую энергию 
—pAVdu, определяемую только природой вещества и процессом; 
сохраняя понятия мощности внешних ‘сил W, количества сообщае- 
мого частице извне тепла @ и полной сообщаемой частице термо- 


механической энергии (Wi+Q)popAVdt такими же, как в макроско- 
пически равновесных обратимых процессах, и пользуясь законом 
сохранения энергии (в Ури О смысле), получаем равен- 
ство (4.29). 

В МСС для термомеханических процессов «закон сохранения 
энергии» постулируется так: существует (для каждого вещества 
свой) функционал процесса 


и [6 (х, τ), Ти, Τ᾽... (IX) 
удовлетворяющий ая 


-= W, + 0, (Х) 


о dż 
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в котором W, имеет выражение (4.27), Q=—div q (4.32) и вектор 
q определяется законом Фурье (УГ) или другим более точным. 


Если известны функционалы $ (УП) ии (IX), то система полу- 
ченных уравнений замкнута. Существенно отметить, что эти функ- 
ционалы в принципе определяются с помощью макроскопических 
опытов. Если выбирать достаточно малый (представительный для 
среды) объем АУ вещества, то можно достигнуть того, что пере- 
носные силы инерции при ‘любых его движениях будут малыми 
сравнительно с поверхностными, и получить в нем однородное со- 


стояние; в таком случае 8-5. УТ будут функциями только вре- 


мени фи могут быть измерены на поверхности, Q — с помощью 
достаточно безынерционного калориметра. В опытах можно варь- 


ировать один тензор (6 HJIH 5), скаляр О и параметр Ё и, следо- 
вательно, в принципе построить один тензорный функционал (УП) 
и один скалярный (IX): 


μ[ς, Tk — и. Ге = и. (XI) 


Более сложный вопрос функциональной трактовки соотношения 
(4.30) рассмотрен в $ 11. 


Понятия и соотношения МСС, как видно из изложенного, явля- 
ются обобщениями тех, которые получаются в статистической ме- 
ханике в виде средвих по всем группам частиц (М№М= М +N... 

. +М№,) или для Sy с частицами одного сорта (N =N). Очевидно, 
что возможны (и имеются) некоторые обобщения для систем, со- 
стоящих из двух сортов частиц (М =, + №), путем. введения двух 
однотипных систем полевых функций типа p, и, V, 6S, Tx coxpa- 


нением одной «внутренней энергии» и[&1, 82, Tas Τα], ит. п. Но 
эти вопросы выходят за рамки основ МСС. Другого рода вопросы 
о влиянии электромагнитного и других полей рассмотрены ниже. 
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_ Пусть e; (1=1, 2, 3) представляет неподвижный трехмерный 
ортогональный нормированный репер (базис) в пространстве 
наблюдателя: 


[её = 1, ее; = ô; = (5.1) 
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Сплошная среда движется и деформируется, с течением вре- 
мени 2, занимая область объема Vo в начальный момент времени 
t=tfo n И— в момент t. Пусть * 


X = хе; Не (5.2) 


обозначает радиус-вектор (Χΐ --- ортогональные декартовы коорди- 
наты) какой-нибудь физической точки М в момент #{=8 H 


X же. _ (5.3) 


радиус-вектор (x? — ортогональные декартовы координаты) той же 
физической точки М в момент времени ἴ. 

Движение` сплошной среды считается известным, если для лю- 
бого { известна связь между Х их, т. €. известна вектор-функция 


Хх = x (x, ἠ-Ξεφίκ, t), (5.4) 
T. €. три скалярных соотношения: 
О, ПО, 
о χἲ; р хх В, (5.4') 
са И R ПЕ м, 8. 
Соотношение (5.4). называется законом движения точки X. 
Функции χί(χ', х?, X’, t) считаются непрерывными и дифференци- 
руемыми достаточное число раз по X H É; соответствие между 


векторами Хи X для каждого Í считается взаимно-однозначным, 
т. €. якобиан системы (5.4”) отличен от нуля: 


Следовательно, (5.4) разрешимы относительно х: 
а Хор, И, деи, В, 
х=х(х, t)=v(x, t), | х? =x? (1, x?, 3, t=? (xt, x?, x3, t), 
Ka R R A Αἰ ἠ-Ξευ(χὶ, м; 2], δ. 
(5.5) 


ΟΧ ΟΧ 
Точки области, где πε = 0 или |----|--0, называются крити- 

х. х 

ческими. 
se 
* Сумма вида Y at, Хх Αἱ В", ... обозначаются кратко: а; δι, 
i=l = у ; 

А! Ву, ..., T. 6. одночлены, имеющие повторяющиеся индексы, означают суммы 


по ним от | до 3. В противном случае отсутствие суммирования при повторяю- 
щихся индексах будет оговорено; иногда для этой цели используют в качестве 
индексов буквы греческого алфавита либо обозначение вида <1=1, 2, 3>. 
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_ Перемещение и, скорость У и ускорение м точки М в момент i 
равны | 


u=x—x, v= REN W = dx ; (5.6) 
| oraal dtz’ 
причем U, V H W согласно (5.4) являются функциями X H s 
ðu ду (x, ἢ | 
та ?, ᾽ Sr tr ? t ? o ии oi Ba Ξε 
u = u(x, 1} >; v(x, t) о = W (x, t) : T, (5.7) 


Однако, пользуясь обратными соотношениями (5.5), и, Уи W MOX- 
но выразить как функции Х и t, например 


ν--ν[χί(., В, Hery, t). 6.8) 


Дифференцируя последнее выражение у(х, ἘΣ как сложную функ- 
цию, найдем 


* 


ὧν ὧν ον ôx Ον ду 
W zI — — — — — s E ν — 5.9 
dt ðt F дх ðt ðt T 9χ.᾽ 9.5) 
или подробнее | | 
ὂν ‚ ду ду ду Ον... ὂν 
w(x, В = — !-υἱ---- --------υἱ---- !|-υᾱ---- |.τδ----͵ (5.9' 
) οἱ EX Οχ΄ οἱ E 0х1 р 0x? р 0x? ( ) 


Начальные координаты X, χὶ (i=1, 2, 3) физической точки M 
зафиксированы, т. €. это определенные числа, которые остаются. 
для этой физической точки постоянными при любом t. 

Все другие скалярные (плотность, температура, энергия и т. д.), 
векторные (поток тепла и т. д.) и тензорные (тензор напряжений 
и др.) величины, характеризующие состояние тела в окрестности 
точки М (иногда говорят — состояние частицы М), на основании 
(5.4) и (5.5) могут быть выражены в виде функций либо хи t, 
либо хи Í. Этому соответствуют два основных метода изучения 
движения сплошной среды: метод Лагранжа и метод Эйлера. 

Метод Лагранжа. Координаты х!, х?, хз (вектор X) называются 
лагранжевыми координатами точек тела. Это, вообще говоря, кри- 
волинейные координаты, хотя при {= они выбраны нами как 
декартовы. Действительно, семейство физических плоскостей 
χί--ςοποί при =, как видно из (5.5) и ясно из физических CO- 
ображений, преобразуется в некоторое семейство поверхностей. 
Метод Лагранжа основывается на использовании лагранжевых 
координат и состоит в изучении движения частиц сплошной сре- 
ды и всех необходимых параметров в виде функций X и t. Вместо 
радиус-векторах =ф при этом часто используется вектор переме- 
щения частицы U(X, t). Скорость и ускорение частицы выражают- 
ся по формулам. (5.7). 
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Если какая-нибудь скалярная или векторная функция 7 on- 
ределена для физической частицы, т. е. известна как функция ла- 
гранжевых координат X и времени t, F = F (x, t), то скорость ее 
изменения во времени для этой частицы определяется как 


ð” (κ, t) 
ðt 7 


Разность же этой величины у двух соседних частиц (частицы 
х- ах и частицы X) в момент # равна 


OF t к 0% 
дх дх 


Ввиду того что в момент # лагранжевы координаты являются 
криволинейными неортогональными и следящими во.времени за 
физическими частицами, они приводят к довольно сложным выра- 
жениям и уравнениям для тензоров напряжений и деформаций, 
но вместе с тем дают исчерпывающую информацию о поведении 
связанных с фиксированными частицами параметров. В теории 
напряжений и малых деформаций среды метод Лагранжа приво- 
дит к весьма простыми наглядным результатам. 

Метод Эйлера. Рассмотрим движение среды в любой момент 
времени # относительно фиксированной декартовой ортогональной 
системы координат и обозначим теперь через х радиус-вектор 
фиксированной точки этого пространства. В различные моменты 
времени в точке Хх находятся различные физические частицы Cpe- 
‚ ды — вещество «протекает» в этом пространстве. Вместо того что- 
бы по методу Лагранжа следить за параметрами движения фик- 
сированной физической частицы, будем следить за тем, с какими 
параметрами различные физические частицы в разные моменты 
времени проходят через точку X пространства. Таким образом, 
можно построить поле интересующих нас параметров в неподвиж- 
ном пространстве Χ. Это пространство с построенным в нем полем 
параметров движения, в первую очередь —с полем вектора ско- 
рости у физических частиц, называется эйлеровым. Каждая физи- 
ческая частица х=соп$ё со временем «прочерчивает» в нем свою 
траекторию, причем уравнение этой траектории будет иметь 
вид (5.4). 

Частица, находящаяся в момент É в точке х, имеет скорость 
ν(Χ,ί), и потому ее координата в момент t+dt будет Χ-νάί, так 
как ее бесконечно. малый вектор перемещения за время dt будет 
ναί. Таким образом, в каждый момент времени # для исследования 
движения всей среды за малый интервал di можно принять метод 
Лагранжа, если X считать начальной координатой частицы (в MO- 
мент {) a u(x, 1) --νάί принять в качестве вектора перемещения 
этой частицы. Отсюда происходит совпадение теории малых дефор- 
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маций по методу Лагранжа и теории бесконечно малых деформа- 
ций, т. е. скоростей деформаций в эйлеровом пространстве. 

Движение среды в эйлеровом пространстве может оказаться 
стационарным, т. е. поле параметров движения (скорость, плот- 
ность и др.) — не ‘зависящим от времени. Таковы случаи устано- 
вившегося обтекания тел газом, жидкостью, твердой средой. При 
этом все частицы, проходящие через точку Χ, описывают одну и 
ту же нгизменную траекторию (называемую линией тока), и NO- 
тому поток вещества образует поле «застывших» в эйлеровом 
пространстве линий тока. | 

Оба метода изучения движения сплошной среды являются 
вполне строгими и адекватными. Если, следуя методу Лагранжа, 
мы нашли вектор перемещения физических частиц U(X, t), а 3Ha- 
чит H X(x, t)=x+u(Xx, t), то поле вектора скорости в эйлеровом 
пространстве у(х, t) найдем по формулам (5. 7), (5.3) a (5.5). 
Пользуясь обратной функцией вида (5.5), найдем поле и других 
параметров движения как функции отхи É, т. е. построим их в 
эйлеровом пространстве. . 

Если ‘же, напротив, нам известно движение среды в эйлеро- 
вом пространстве, в частности известно поле вектора у(х,#), то 
можно, хотя и не так просто, найти вектор перемещения физиче- 
ской частицы как функцию времени и ее начальной координаты х. 
Для этого заметим, что в эйлеровом пространстве вдоль неизвест- 
ной нам траектории движения какой-нибудь частицы, т. е. на ли- 
НИИ 


αν КЁ, ХК = const. 


за время 4 координата частицы изменяется на величину d, рав- 
ную ен О малому перемещению vdt, и потому 


K: =v(x, В. (5.10) 


Так как вектор ν(Χ,{) предполагается известным, то (5.10) пред- 
ставляет собой одно обыкновенное дифференциальное' уравнение 
‘относительно векторах, иначе говоря, три скалярных` уравнения 


Ξ а (м, М Ὁ} (ἑ--]1, 2,3). (5.10') 


Эти уравнения имеют три и зависящих от трех произволь- 
НЫХ ПОСТОЯННЫХ: | 


s От. Ὁ-..05, Ἡ..{ἐ--], 2, 3) 
Удовлетворяя а условиям 


Е x =x, | (5 11) 
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найдем выражения постоянных С? через х!, х?, x, т. е. придем к 
решению в виде (5.4). А это’ значит, что мы найдем движение 
среды в лагранжевых координатах. Возникающие при этом труд- 
ности связаны с интегрированием системы (5.10). | 

Если в эйлеровом пространстве дано поле вектора скорости 
У (x,t), то в каждый момент времени Í можно построить линии 
тока. Линия тока в момент Ё есть «траектория вектора скорости» 
у(х,[), проходящая через какую-нибудь точку Ху. Пусть Χ--Χ(λ)-- 
уравнение линии тока в параметрическом виде (à — параметр). 


ах 
По определению вектор ах = ты на.линии тока колинеарен 


вектору V(X, t), т. e. уравнение линии тока имеет вид 


x | 
Poa u A (5.12) 

U u? g? | 
причем υἱ--υἱ (xl, х2, хз, t) , где Е постоянно. Сравнивая (5.10) и 
(5.12), видим, что линии тока совпадают с траекториями частиц 
только в том случае, если движение является установившимся 
(т. е. вектор скорости V B эйлеровом пространстве не зависит 
orty” ; 
Если определено поле скалярной или векторной величины F 
в эйлеровом пространстве, т. e. Я =F (x, t), то частная производ- 
ная 09 (х, #)'0 даст скорость изменения & в фиксированной 
геометрической точке` пространства х. Скорость же изменения & 
для физической частицы, в момент { находящейся в точке Χ, опре- 
деляется, подобно (5. 9), сутанцинииеной (индивидуальной, 
полной) производной по времени 


dF οτι. ἢ 0, ἢ ἀκ 


dt д: ôx di 


, 


где dx/dt определяется из (5.10), τ. e. 


dF _ OF (x, t) ая ή... ἀξ. ид в 


В случае установившегося движения имеем 
IF их... 5 
ER i E E ερ 


Второе слагаемое B (5.13) называют конвективной производной. 

Ближайшей нашей задачей является изучение кинематики бес- 
конечно малой частицы сплошной среды. Такую частицу можно 
выбрать при {= в окрестности физической точки с координат- 


* Точнее, если ν(α', t) = (HV (x). 
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ным вектором х=сопз{. Ее можно взять, например, в виде прямо- 
угольного параллелепипеда, ограниченного плоскостями 


= (С χἰ--Οἱ--ας: @=1, 9, 3), (5.14) 


где Οἱ, dCi— некоторые константы. В результате движения всех 
точек среды по закону (5.4) ортогональные физические плоскости 
(5.14) превратятся в три семейства поверхностей, вообще говоря, 
не ортогональных. Но, по условию существования производных 
от Χ пох в окрестности точки х=сопз{ с точностью до (4С*)?, эти 
поверхности можно заменить касательными к ним плоскостями. 
Следовательно, наша частица в момент Í станет с точностью до 
малых высшего порядка косоугольным параллелепипедом. Преоб- 
разование параллелепипеда из прямоугольного‘ в косоугольный 
требует задания девяти параметров: шести, связанных с чистой 
деформацией (три удлинения ребер и три кзменения углов между 
ними), и трех, связанных с поворотом его как абсолютно твердого 
тела. Формы частицы при {= и Г>% могут очень сильно отли- 
чаться, и метод Лагранжа основан на изучении всей эволюции пре- 
образования формы частиц. Поэтому основными кинематическими 
объектами в методе Лагранжа являются так называемые тензор 
конечной деформации и тензор относительного перемещения (дис- 
торсии) окрестности любой физической точки на конечном интер- 
вале времени t—to. 


В методе Эйлера рассматривается бесконечно малое измене: 
ние во времени формы той (заранее неизвестной) частицы, кото- 
рая в момент Í занимает фиксированный в пространстве ¥ объем, 
Назример параллелепипед, ограниченный плоскостями 


х = const, xi -+ ах? = const. (5.15) 


За время 41 он также становится косоугольным, но искажения 
являются бесконечно малыми, и потому они сравнительно просто. 
выражаются через вектор скорости V(X, t); основными кинемати- 
чёскими объектами .становятся так называемые тензоры скорости 
‚деформации и скорости относительного перемещения. 'Отсюда no- 
нятно, что все кинематические соотношения метода Эйлера pop- 
мально получаются из соответствующих соотношений метода Ла- 
гранжа, если интервал времени 1[—& а к нулю и fọ считать 
произвольным. 


С учетом того, что физические свойства среды в термодинами- 
ке и в опытах определяются для фиксированной массы, теория 
уравнений состояния среды ниже изложена в лагранжевых коор- 
динатах; необходимые соотношения для использования часто бо- 
лее удобного метода Эйлера будут пены 
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$ 6. Деформация окрестности точки 
сплошной среды 


Деформацию сплошной среды будем считать известной (по 
определению), если для любой фиксированной ее точки с началь- 
ной координатой х=сопз{ (называемой физической, или матери- 
альной, точкой) в любой момент времени iŒ fto известна деформа- 
ция всех бесконечно малых физических элементов, взятых в окре- 
стности этой точки. Такими элементами могут быть бесконечно 
малые отрезки линий (волокна), площадки поверхностей, объемы 
с различными формами ограничивающих поверхностей, состоящие 
из одних и тех же материальных точек при любом t. Из геометри- 
ческих соображений ясно, что деформация окрестности точки X 
будет вполне определена, если известна деформация любого бес- 
конечно малого вектора — волокна ἀΧ--ξ, взятого в точке X. 

`В некоторой неподвижной точке 0 евклидова пространства 
наблюдателя нами выбран неподвижный ортонормированный ре- 
пер e; (1=1, 2, 3), в котором при {=® радиус-вектор х= хе; с его 
декартовыми координатами х'’=соп$ё регистрирует физическую 
точку. Радиус-вектор X= xte;=const с декартовыми координатами 
х определяет неподвижную точку пространства наблюдателя 
(эйлерова пространства), через которую с течением времени { 
проходят различные физические точки. Квадрат длины фиксиро- 
ванного физического волокна 4х =Е при t= to равен 
| о ей Ἔν 
(ах)? = ее, 4х‘Ах! = оу 4х Ах = в = у. (dxi)? (6.1) 


1 


и, следовательно, начальный метрический тензор 2и=е, ‚е; лагран- 
жевой системы координат Xİ равен тензору δὲ; Кронекера 


[®) 


бу. (6.2) 


Квадрат длины любого малого элемента 4х пространетва наблю- 
дателя имеет такое же выражение: 


i | 
(4х)? = Ευἁκίάν ыы Σ я (6.3) 


Но для каждого ‘можно найти среди точек Χ и ΒΕΚΤΟΡΟΒ-ΟΤ- 
резков 4х в них такие, что в точке Χ будет находиться интересую- 
masg нас фиксированная физическая точка X, а 4х =р будет пред- 
ставлять деформированный в момент Í вектор-отрезок &=ах. Для 
этого необходимо использовать соответствие между текущими и 
начальными координатами одних и тех же физических точек, ко- 
торое устанавливает закон движения сплошной среды (5.4) для 
различных моментов времени t. 
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Формально закон движения среды в евклидовом пространстве 
(5.4), (5.5) представляет взаимно-однозначное непрерывно диф- 
ференцируемое преобразование множества точек, заключенного в 
объеме Νο и ограниченного поверхностью Σο (Vo— начальный 
объем, Xo — граница среды) во множество точек Χ, заключенное 
в объеме У с границей »; время { является параметром преобра- 
зования. При этом окрестность каждой точки х аффинно преоб- 
разуется в окрестность соответствующей точки Х. Теория деформа- 
ций, следовательно, опирается на дифференциальную геометрию, 
соответствующую преобразованиям координат (5.4), (5.5) *. 

Согласно закону движения физическая точка х в момент # 
находится в точке пространства X=X (x, t), соседняя физическая 
точка х’=х-+&, Ах=Е, находится в точке Χ΄ --Χ' (х- Е, £), и потому 
вектор-волокно dx=% преобразуется в ее βου η 


ώς, [θη 


ах =p = 4 (X +-&6, 1) ---.Χ(Χ, ἢ) -- - τ 


причем бесконечно малые высшего порядка ον отброшены. Как 
видим, в выражение (6.4) входят три вектора 


От. бе, | 
Э; = Эх F (i я k 2; 3) (6.5) 
и оператор дх/дх, называемый аффинором. 
В точке х в момент Í можно построить репер e; (путем парал- 
лельного переноса из начала О системы координат) и в нем изо- 
бразить векторы &, р 


6 = e, ρ--ρΐε,. (6.6) 
Тогда преобразование (6.4) волокна & в волокно р через их декар- 
товы координаты Í, pf представится линейными соотношениями 


ρ΄ = ΑἸ Εἰ, ΑἹ = £ | (i, ] S |; р. 3). (6.7) 


0x7 


Поскольку & — любое волокно в точке X, причем А; не зависит 
от &, то (6.7) представляет аффинное преобразование окрестности. 
точки X в ее окрестность в момент времени t. Обратное по отно- 
шению к (6.7) преобразование можно получить либо разрешая 


систему (6.7) E ERED =, т. e. умножая о'=А! на обрат- 
ную [141 || матрицу [ΒΡ], т. e. матрицу, определяемую равенствами 


Гор == б,, (k, j=l, 2, 3), AE 


Οχἱ ΟΧΙ 


дх/ ’ дхп 


* Далее всюду производные ‚... берутся на основании (5.4), 


(5.5). 
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либо непосредственно из закона движения в форме (5.5). По E ONPE: 
делению 


! дх ее 
= ‚В — , t) = S ἃς 9). 
Ех (м-р, t)— x(x, t) pp — р a (6.9) 
откуда следует 
о a a ЕЕ $ 
Е — ip’, a = Ὅν (i, IE k --- т. 2, 3). (6.10) 


Справедливость (6.8) легко проверяется на основании (6.7), (6.10): 


i k i k 
0х 0х7 дх/ 
Как видим, аффиноры А = = и обратный ему В = x опре- 
Χ x 


οἱ © o ν v 
деляются соответственно тройкой векторов э‚=дх/дхг (6.5) и трой- 
кой векторов е;=0дх/дх\, τ. €. матрицами 


74| | В 
А Αἳ ав а (6:11) 
А ΑΣ A Bi 2 B; 
Произведение определителей A= | А и =|В | этих матриц равно 
единице на основании (6.8): | 
А =A] Beli Aei (6.12) 


Прямое H обратное аффинные преобразования 
p=, ᾱ-- р, (6.13) 


рассматриваемые в фиксированный момент 1, представляют соот- 
ветственно аффинное преобразование окрестности физической точ- 
KH ΧΗ а преобразование окрестности геометрической точ- 
KH X. 

Отсюда следуют ‘все свойства. аффинных преобразований, В 
частности: 

]. Частицы, при {=& лежащие на прямой, остаются на прямой 
и после деформации. Например, прямолинейное волокно (ξ)ι--ξ!ει, 
параллельное оси х!, перейдет в прямолинейное волокно - 


(2). ἔπ Atte; gea =1 Де, τε 4 (Αἱ Εἰ +A €z τ ΑἹ €z) E E13], 


так как Åj е;—=э, постоянный (при данном É не зависящий от ὃ) 
вектор... 
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2. Плоскость переходит в ПЛОСКОСТЬ. Например, плоскость 
¿l =const=C, переходит в плоскость, согласно (6.10) нони 
уравнение 


f 


Во? = C}, 


а параллельная &==С, плоскость & = С; — в ПЛОСКОСТЬ 2 ὶ 0 = С, 
параллельную указанной. | 

3. Так как параллельность линий и плоскостей сохраняется, то 
прямоугольные параллелепипеды переходят в косоугольные парал- 
лелепипеды.. 

4. Множество частиц, расположенных при ἰ--ἰρ на сфере Е? = С?, 
переходит во множество тех же частиц, расположенных на. поверх- 
ности эллипеоида, ры уравнением 


y ВРЕТ оо! = C. 


α--ἰ 


Обратное преобразование = Bọ отвечает на вопрос, каковы 
начальные физические элементы среды (при t= to), |соответствую- 
щие элементам, произвольно выбранным в момент É в точке х про- 
странства наблюдателя. Так, векторы 


(р), = э:4х!, (p) = э»@х?, (р)з = 334x? 


в точке х в момент Е представляют соответственно те волокна, 
которые в точке X при t= to были координатными, т. €. 


(Е), =е, 4х", (Ẹ)2 =е, dx”, (ἒ)α = е; dx?. 


Действительно, если, например, вектор-волокно (ξ)ι--ξίει имеет 
координаты ξ!» =0, В, то В ему по закону 
(6. 4) будет 


- (2), =э,& = (ΑἹ е, -- А gt ΑἹ ез) ξ', 


причем длина его | (2), | =& V 3131 =Ё|э, |, т.е. скаляр ви=91э, 
является коэффициентом изменения длины ξ! (метрическим коэф- 
фициентом). 

Квадрат длины любого волокна, которое при #=& определяет- 
ся вектором &, согласно (6.4), (6.5) равен 


дх ΟΧ 
οχἱ  ðxİ 


(dx)? = p? = : dx’ 4х! = g; dx’ dx! = gy Е. (6.14) 


Скалярные произведения м 9:8; (i, j=1, 2, 3) 
дх 
дх! s 
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образуют так называемый ковариантный метрический тензор, так 
как он B момент Í определяет изменение длины любого волокна &, 
взятого при #=® в точке X; этот тензор симметричен. В силу Ha- 
чальных условий, которым удовлетворяет закон движения: 


А ЕЕ, κ 


τα РЖ (6.16) 

метрический тензор Zij при t = tfo равен 
0 дх д , 
(δι]}1--εο = Zii = ти 5 — 6) Ὅν = 6; /. (6.16’) 


Заметим, что совокупность величин gij (i, |=1, 2, 3) действитель- 


‚но представляет тензор второго ранга g (по обратному признаку * 
тензора), так как в соотношении (6.14) слева — скаляр, справа 
же — квадратичная форма по ξῖ, причем & — вектор. 

Разность 2—2? однозначно определяет изменение длины волок- 
на 51 в момент 2, причем согласно (6.1), (6.14) она равна 


р? — 2 = (ви — αὐ) ERI = (в; — διῇ) EH, (6.17) 
и, следовательно, совокупность девяти величин 
2 1 И 
д mag = > αμ δὲ;) (i, TER 1, 2, ὁ) (6.18) 


на основании обратного признака представляет тензор É, назы- 
ваемый тензором деформации. Он симметричен и равен нулю (т.е. 
все это компоненты равны нулю) при t=to. 

Обратим внимание на то, что квадратичные формы (6.1), (6.14) 
и вытекающая из (6.17) форма 


р "— 82 = = 2g; EE = = 2e;; ах‘ dxi (6.19) 


‚записаны B лагранжевых координатах и потому компоненты мет- 
рических тензоров gii» gij и тензора деформации Εἰ} представляют 
тензоры g и 6 в этих же координатах. 

В точке X B момент Í векторы Ə; {i=}, 2, 3) образуют косо- 
угольный базис, или репер, в который преобразуется репер ei. 
Если с базисом Ə; связать декартову систему координат, то она’ 
будет косоугольной. Три вектора 8:--0.κ|οχὶ в точке X(x, t) будем 
называть местным ковариантным (индекс + — внизу) базисом. 

Для определения деформаций физических объемов и площа- 
док удобными являются векторы контравариантного базиса э* и 


* Коэффициенты инвариантной. квадратичной. формы ‚по компонентам BEK- 
тора образуют симметричный тензор второго ранга. 
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компоненты метрического тензора 817, однозначно связанные с Ə; 
и gij соотношениями 


I gy --9]; 9, -- δὲ (i, j, k= 1, 2, 3). (6.20) 


Следовательно, 3, gti находятся по известным формулам через 
основной а 


διι δια В 


βίῃ] ρα οκ) μα — Эпе 8 и 82] 8зь» (6.21°) 
831 832 Eas 


где 3i; равен единице для четной подстановки (1, 2, 3), минус 
единице для нечетной и нулю для двух или трех равных индексов; 
обратный определитель 9 = | g| находится из условия 


[AS TA RA =18 | = | 
и равен 1/0; вектор 3% равен 


l 
Θ΄ = —— [Эв› θη]. ге 
Ув В y] } 
где числа о В, у) образуют четную (круговую) подстановку ин- 
дексов (1, 2, 3); компоненты 5") имеют выражения | 
E ОЕ (6.22) 


gï --- ----- —— = 
& 051. 061} 


Отметим еще вытекающие также из (6.20) формулы 


959ρ--δῇ, э° =g”, И =3'3l, g! =g" = Биби. (6.23) 


‚ Начальная координатная физическая площадка прямоугольни- 
ка, образованного координатными волокнами (5)= = -- άρα и (Sje = 
== -- ЕВ ев, представляется вектором 


d ΣΥ = [(ἕα, ©] = -- 4 У? [ea, ыы = dve, 4 ΣΥ = ξαξὂ -- ἀχααχθ, 
(6.24) 


К моменту t площадка ах Υ преобразуется в площадку ἀΣΎ парал- 
лелограмма, образованного векторами (β)α = E2 Эа, (β)ρ = ЕВ эв,. 
представляемую вектором | | ! 


d ΣΥ = [ί6)α(β)ο] = =d Èr tamanh. 


или на основании (6. 21”) — вектором 
ὧΣν-- Vg 4>" 9ν -- ἆΣυ(ν]ν, о (6.35) 
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где вектор единичной нормали к этой площадке’ (у). равен 


(Y); = 


ə% 
νην. И 


Следовательно, величина площадки dÈ’ в результате деформации 
станет равной 


ΦΥ. (6.26) 


ἀΣν = И ге" а Σ᾽, (y= l, 9, 3). (6.97) 
Зная закон изменения координатных площадок (6.25), (6.27), 


© n Σ я Σν 
найдем его и для произвольной наклонной (косой) площадкиа >’, 
ο 


проведенной при ἰ--ΐρ в точке хи имеющей единичную нормаль V. 
Для этого рассмотрим координатный тетраэдр, построенный на 
векторах (ἕ)ι, (5)», (=)з так, что площади его ПЕНЫ kaop 
динатных граней E Paa 


a S ER E y а 
5 sds ο ἕπτ; : ; ARP, 
а наклонной грани — вектором 
4 1 ο 1 оо | 
542 => 42%. (6.28) 


Поскольку поверхность фигуры замкнута, то суммарная вектор- 
площадь поверхности равна а 


ἆ Σν + у 4—0. 


если все вектор-нормали этих площадок внешние (или все внут- 


ренние). Но для площадок ἀ Σ΄ нормали отрицательны (---Ει, —е», 
—ез), и потому на основании (6.28), (6.24) получаем 


ἆ Σ΄ ев. Ϊ (6.29) 


Mo 


dy 


>. 
| 
li 


Qz 


Отсюда, умножая на ев, находим связь между размерами началь- 
ных площадок: 


dÈ? =dÈ" ув, ув= Yep (B= 1, 2, 3). (6.30) :. 

Β результате деформации векторы (&); превратятся в (β)ι, DJO- 
щадки У“ —в α Σα, площадка ἆ Σ᾽. Β | 

d” = ау, (6.31) 
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где у— единичная нормаль; тетраэдр преобразуется в косоуголь- 
ный тетраэдр, для которого из соображений замкнутости его по- 
верхности на основании (6. 25), (6.29) получим 


3 
ἆ Σν = ἆ Σνν = α΄ PaA _ (6.32) 


α--] 


‚Это векторное уравнение определяет и единичную нормаль у, и 


размер косой площадки d&Y, в которую преобразуется площадка 


dÈ”. Умножая (6. 32) на Эви используя (6.23) и (6.27), найдем. 
выражение величины деформированной площадки ἀ ΣΡ через 4%: 


458 == У σρθῦ d ΣΡ — И gE dE”. ув, | 
Ув =У38, %=\,; 9 =\29,. ᾿ (6.33) 


Здесь ув — ковариантная компонента вектора единичной норма-. 
ΠΗ ν. | 

! Поскольку изменения в результате деформации любых физи- 
ческих вектор-волокон и вектор-площадок найдены и выражены 


через метрический тензор g и, следовательно, через тензор дефор- 
мации 6, нам остается найти изменения малых объемов и дать 


наглядную трактовку компонент тензоров g, δ. Эти тензоры пред- 
ставляются матрицами | g; l, |&.|, причем им соответствуют сим- 
метричные квадратичные формы (6.14), (6.19), а значит, и цент- 
ральные поверхности второго порядка 


20, = gy ХХ! = const, 2Ф, = в; XIXI = const, (6.34) 


где Х(Х?) — вектор произвольного масштаба, отложенный вдоль. 
волокна & в точке x. Поскольку бас = (90), то поверхность’ 
2Ф, =const — эллипсоид; поверхность 20e = const — центральная 
поверхность, и, значит, это эллипсоид или однополостный и двух- 
ПолоСтный гиперболоид. Главные оси этих поверхностей  совпа- 


дают, главные значения тензоров g и 5 отличаются на константу. 
Действительно, главное направление определяется вектором X, 
колинеарным градиенту к поверхности. Для 2Ф,‚==сопз{ имеем 


ðD, 


e; = gij Χίει = g,X = δ. δὴ} Хе, 


grad Ф, == 


откуда для компонент вектора Хи коэффициента ох получаем 
однородную систему уравнений 


(ви— в, 6) № =0 (=1,2,3). (6.35) 
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Для поверхности 2Ф: =сопз{ аналогично получаем 
grad Ds = è Хе; --ε. Χ--ε ‘óu Xien 
C — =, y) XÍ = 0, 


или на основании (6.18) 


(gy — (28x + 1) δι) XI =0. (6.36) ᾿ 
Определители систем (6.35), (6.36) равны нулю: | 
| (Zi — 8,0 | =0, |g — (2e, - ‚ 1) διρὶ = 0, (6.37) 
откуда находятся одинаковые значения параметров 
δχ-- 2Ε. 1. . | (6.38) 


Значит, уравнения (6.35), (6.36) совпадают и определяют одни и 
те же главные векторы X. Развертывая определитель |θι]--6χδι;| 
по степеням gx, из (6.37) получим вековое уравнение: 


π δὲ |- lag -|ᾳδκ + 18 =0. о. 


Оно имеет три действительных корня g1, 92, 03, причем инвариан- 
ты преобразования системы координат (Xi) 


lg --- δ] и ἔπι ο. Κ.Ε 833 = ΘΙ T 82 T 83, 
[ 


l ; in 
о. ({ἑι рии ОТО.) τ 
τ -H 
pa -z la — ви8и) = E182 T E283 + Eal» ‚ (6.40) 


[3 = | g&u | = 518 Че з = δ. 


Три главных вектора ΧΙ, X2, Хз с единичными векторами 
ел (1—1, 2, ὁ), определяемыми тремя системами уравнений (6.35) 
при Z= gi, 8 == 82, Z= g3, Взаимно ортогональны, и потому путем 
преобразования . поворота системы координат квадратичные фор- 
МЫ a (6.19) можно преобразовать к главным осям тензоров 
g e 5. Обозначая через ξιο(ί--], 2, 3) координаты волокна ξ(ξὶ) 
В авы ортонормированном репере еж, получим канонические 
представления форм (6.14), (6.19): 


АЕ = 3 g: E, 


ἐ--- 


p? — = 2 Е =2 у’ εξ] (6.41) 
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Величины gi, £i, связанные соотношениями (6.38): 


e => (g — 1), (i= 1, 2,3), r a 


называются главными компонентами тензоров g H ©, и они для 
точки X= const в момент [=соп${ не зависят от выбора системы 
координат, т. е. инвариантны относительно преобразований бази- 
‚ са е;. Из (6.39), (6.40) следует, что ἴςι, (σα, [из и соответственно 


Г = 8,109 = 811 + 855 F 833 = δὲ T E2 F 8ᾳ, 
A ! i το 
Гр — ην el — 8]; 8:1) = 2185 - E283 - 8381, (6.49) 
les = | €; | = 818288 


также являются инвариантами таких преобразований базиса Εἰ. 
В любой фиксированный момент Ё в точке х==соп${ во всех CHC- 
темах координат инварианты имеют одинаковые числовые зна- 
чения. Ϊ 

Объем начального прямоугольного координатного параллеле- 
пипеда, построенного на векторах (&)1, (&)о, (&)з, равен 


ау, = (ξα [(ξγο» E)r] = E2 EP E” ea lep, εὖ] = EEPE = ἀχι dx? ах. (6.44) 


Объем этого же параллелепипеда, после деформации (T. €. B MO- 
мент #) ставшего косоугольным, образуется векторами (β)α = Эа“ 
и, следовательно, равен 


| dV = (р) [@) (2) = У, зы [Эв 9η]. 
или, на основании (6.21), (6.23) 


ἀν = ау, V g. — (6.45) 


По свойству аффинного преобразования это равенство верно не 
только для деформации координатного параллелепипеда, но и 
для любого малого объема, состоящего на всем πι времени 
1—1 из одних и тех же физических частиц. 

Масса частиц в объеме, изменяющемся со временем по зако- 
ну (6.45), при фиксированных лагранжевых координатах х 
остается неизменной, и потому закон сохранения массы 


ат = ϱ αἵ =p, dV,, (6.46) 


где po, о— плотности частицы х в моменты fo H t, B лагранжевых 
координатах принимает вид 


в. | | (6.47) 
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Физический смысл компонент тензора деформации 6 выяс- 
няется из соотношений (6.7), (6.13) и (6.19). Относительным 
удлинением любого начального волокна называется величина 


И: и Е Ч | 6.48 
|| g2 ; aaa 
Обозначим направляющие косинусы вектор-волокна & через 
ᾗ = ki (i = 1, 2, 3) | (6.49) 
и перепишем (6.19) в виде 
2 50. ο ο, τ. 
г E ben ЙИ = ай, (6.50) 
учитывая, что 
9 
#18, = У |. (6.51) 


i=l 
Пусть волокно ξ совпадает с координатным (ξ)α = E” €a, так что 
[4 — i, [5 ля 0; обозначим его удлинение eg и найдем из (6.50) 
‚9? = 1 + ель = Laos 
после чего из (6.48) 
а И И ар) 60 


— 


Следовательно, диагональные элементы матриц тензоров 5, 6 
однозначно определяют относительные удлинения координатных 
волокон (ξ]α. 

Рассмотрим теперь два волокна & и & с направляющими 
косинусами 


ΣΙ 3 qi 3 ; 
реа = i=l,2,3. . 6.53 
ее. (9.2) 
Косинус угла 0, между ними равен 
соб ба = а = ΝΤ] ° (6.54) 


| δι | | δα | 


Эти вектор-волокна после деформации согласно (6.13) преобра- 
зуются в вектор-волокна 


$ 6. Деформация окрестности точки сплошной среды 


fi —= АВ, № —= Аб 
с компонентами 


Е Е Г 
о: = Åj i, 05 = А; 
и направляющими косинусами 
| i i 
Pi о 
3 Е 
5 ρι | | ρα | 


п = ‚1=1,2,3. 


Но из (6.48) |ρι], |Р>| выражаются через относительные удлине- 
ния этих волокон е1, е› формулами 


leil = (1 +e) |811, [25| = (1 + e2) | ξα|, 


_и потому с учетом (6.49) получим 


Е Αἱ [1 
д = «κε а (6.55) 
|ρι | (1 + e1) 


‘причем [5 получается из (6.55) заменой индекса 1 на 2. Косинус 
угла iz между e e волокнами р, βὲ будет равен 


Αἱ АИ 
сов, = i ν {4 --- Ν᾽ о Ἕο 
-- ‚= ааа) 


i=l 


HJIH, Ha основании соотношений (6.15), (6.18) и (6.54), 


и PTAR i я соз биз -|- 2е1и ИТ (6.56) 
"патыака (Е ° 


Выберем теперь в качестве начальных волокон ξ,, Ẹ, координатные 
(ἕ)α = бе“ и (Е)в = Ebeg; для них cos быв == = ΠΒ отличны от нуля толь- 
KO Г. = == и ΙΒ ЕТ из (6.56) получаем 

28. ть 28.6 
(ед 1-е) μ/Ζααθρᾳ.᾿᾽ 


Итак, компоненты тензора деформации гов CO смешанными HH- 
дексами пропорциональны косинусам углов между волокнами 
(ρ]α, (Ф)в, которые до деформации были ортогональными коор- 
динатными. 

В теории деформаций представляют интерес еще углы MOBO- 
рота различных волокон. Единичный вектор р/|р| равен 


cos 0αρ = (6.57) 
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О рёе; $ ΑἹ} Ν 
Я ΝΕ A) Е. 
ΓΠΕ /— направляющие косинусы волокна Ё до деформации 


(Е [Ее е;). Следовательно, направляющие косинусы этого во- 
локна после nepopwatan равны 
η Αἱ {i | 
Ἐπ ΠΕΝ (6.58) 


В частности, для координатного волокна (ξ]α = Ее» имеем i =. 
В =0и потому 
А? | 
о A Ск МАИ A (6.59) 
1 -- ес, и Яо 


Д еформация среды называется малой фаре ÔQ l, если для 
любых [, | в любой точке X в момент t | 


|e; | < ὃ 


и величиной Ô? можно пренебречь сравнительно с Ô. В таком 
случае из (6.52), (6.57) находим 


Eaa = Ea» 28αρ = COS θαρ —= $11 5 а, бов) = ος УИ θαρ. 


Таким образом, при малых деформациях компонента Egg рав- 
на относительному удлинению . координатного волокна (&)а, 
а удвоенная компонента 28αβ равна уменьшению прямого угла 
между (ἕ)α и (8)6. 

Теперь все элементы деформации окрестности любой ` началь- 
ной физической точки X в момент t выражены через аффинор А- 
и метрический тензор 2 или тензор деформации 6. Для дальней- 
шего необходимо учитывать выражения тензоров А, ο, ὃ либо 
через текущий радиус-вектор X(x, t), либо через вектор переме- 
щения U(X, t) =х—х, так как эти функции при движении среды 
являются искомыми и для них будут составляться разрешающие 


уравнения. 
Для сокращения письма частные производные какой-нибудь 


функции Z (X, £) по координатам Χὶ будем обозначать 


а и (6.60). 


д: — *”’ дж axl 
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Векторы хи и=х-—х в этом параграфе мы рассматриваем 
только в декартовых ортогональных координатах (в неподвижном 
репере е;) и потому можем не различать ко- и контравариантных 
их составляющих, т. е. | 


x; = м U >u, (6.61) 


По индексам (i, j, k, m, п=1, 2, ὃ), повторяющимся как сверху, 
так и снизу, сохраняем правило суммирования и обозначаем гре- 
ческими буквами (а, В, у=1,.2, 3) индексы, по которым сумми- 
рование не производится. | | 

Компоненты аффинора А ‚согласно (6.7) имеют выражения 


А; = Ami == би F Umt: | (6.62) 
Компоненты метрического тензора g согласно (6.15) 
Bij = Xa X, j = Ar ΑἹ = δι! + Uii F Ujit ити Umi (6.63) 
и, следовательно, компоненты тензора деформаций 
281 = gij — бу = Ui,j - Uj, i + Um,i ἵπι,]. (6.64) 
Определитель А матрицы аффинора А имеет выражение 
| χι. 412 А, 


А=| м, |= | а X22 2,3 | = Эр, X1, X2,j X3,k (6.65). 
А3,1 43,2 λ5,9 


и представляет собой кубический многочлен относительно произ- 
водных Xij, тогда как 


g =| gij = [хти £m, | = 4? (6.66) 


многочлен шестой степени. 
Контравариантные компоненты метрического тензора gii Ha- 
ходятся через gij согласно (6.21), (6.22) по формулам 
olg g par 1 | 
-----, θ΄--θ]ρο = —— [Эв,Э-|, 
9 gij vg l 
Эла АГ РАЯ (6.67) 


или явно (при а, В, γ--ἰ, 2, 3 — круговой перестановке) 


οἱ = 


9 
00%. п . «κος Ва 
886’ — 888 Вэл ЗВ» 6045 = Вол Eby Зов Evy- 
‚Уравнения совместности деформаций. Шесть компонент TEH- 
зора деформаций gij или метрического тензора  gij=ĝij+28ij в 
окрестности любой фиксированной физической точки х среды 
могут как угодно независимо изменяться с течением времени, т. е. 
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задание шести произвольных функций времени в:.;(х, t) возможно, | 
и деформация окрестности точки’ при этом будет аффинной. Но 
если бы мы задали для всех точек среды хотя бы в какой-нибудь 
момент времени # компоненты Εἰ} или gij как произвольные не-. 
прерывно дифференцируемые функции координат, т. е. произволь- 
HO задали бы поле тензора деформации, то деформации оказа- 
лись бы несовместными, т. е. между соседними частями образова- 
лись бы щели или различные физические объемы заняли бы одну 
и ту же область пространства. Такая возможность исключена 
благодаря свойству закона’ движения Х = X (x, 1) =х-ри(х, t), 
а именно непрерывной взаимно-однозначной зависимости между 
хи X для любого $ и существованию производных. Компоненты 
тензора Εἰ; (или 5+;) получаются путем дифференцирования BEK- 
тора ¥ (x, t), т. 6. шесть скалярных функций εἰ; выражены через 
три μι. Значит, между =; должны существовать соотношения, 
полная система которых представляет уравнения совместности 
деформаций. По существу, они должны быть следствием незави- 
симости порядка дифференцирования вектора ¥ типа э;;=э;, 
так как gij=39;əj, а векторы Ə; выражаются через один вектор: 
I= X 1. ' 

_ Производные векторов репера э; по координатам могут быть 
также разложены по векторам базиса э; или э*:. 


ыы = 3i j = ГИ. 2, =T 11. э^, (0.59 
где вследствие симметрии 9;; = 9}; = Xij 
Γῇ = Га = Гм g, 
Ги, = Гид = Ги бы; (6.69). 


Г—символы Кристоффеля 1-го и 2-го рода; они симметричны ΠΟ 
первым двум нижним индексам и определяются по заданному 
метрическому тензору &::(х, t). В самом деле, дифференцируя 
равенство '5;;=э;.э;, имеем 


δι]; = Tiri + Ги. _ (6.70) 
Аналогично 
Bik, i = Г ijk Гель 
Birki =T jir + Гы. 
откуда 
lije = — (Siki + Ziki — Biik) = Eik,j ла — ви. (6.71). 


"Tir и ГА не являются тензорами, что следует из (6.68). 


ye 
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Математически уравнения совместности деформаций. полу- 
чаются как условия интегрируемости системы дифференциальных 


уравнений (6.68) относительно э;, если заданы функции Г 5 (x). 
Дифференцируя (6.68) πο х', имеем 


i or” 
ΓΙ! ΗΕ 2) (6.72) 


ðxİ дх! дх! 


Обозначим равную нулю при 3; = X, разность 3i, ji — эр и следую- 
щим образом: 


025; 03 9] т | 
ри ЕЕ а == ‘Э„. 6.73 
9х1 θχί — Φχί дх! Riti Əri ( ) 


Из (6.72) видно, что 


arp 
Ri = (5 ΕΓΩ ΓΩ] ᾽ 
дх! [71 


где значок [ji] означает альтернирование выражения, взятого в 
скобках, по индексам |, L, τ. е. 


т m 


ory ar” у | 
К: — Эх —^— πα Г; Ги ERES = — Ги ЖЕ (6.74) 
С помощью формул (6.70), (6.74) введем 
ОГ; $ n ; 
Rur = Riu Emk — ( 2 ; E — Ги Dern) ть (6.75) 
x ΠΠ 


Отсюда очевидно, что справедливы формулы 
Ки S — Юль бе —Аны R Ririt» (6.75°) 
К; jtik =Ù при Еф. 


Поэтому можно доказать, что среди всех величин в имеется 
только шесть независимых. Для этого следует обратить внимание 
на порядок расположения четырех индексов выражения Юл и 
учесть, что оно согласно (6.75) ‘равно альтернации по первым 
двум индексам выражения, стоящего в скобках (6.75). Поэтому 
тождественно не равны нулю согласно (6.75’) только компоненты. 
Кипра, В Которых ‘ни два первых (т, п), ‘ни два последних (р, 4) 
не равны между собой. Но среди четырех индексов, принимающих 
каждый значения (1, 2, 3), два равны между собой. Следователь- 
но, только следующие две группы последовательно расположенных 
индексов αββα и αββγ, где «=5=В=-у==а принимают значения (1, 
2, 3), и могут дать независимые и нетождественно равные нулю вы-. 
ражения (6.75). Первая группа дает комбинации 1221, 2332, 3113, 
1331, 3223, 2112, причем либо три первых, либо три последних 
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приводят к независимым компонентам, например Riza, Ю2з32, R3113; 
вторая группа αββγ из шести возможных числовых комбинаций 
1223, 2331, 3112, 1332, 3221, 2113 имеет либо первые, либо послед- 
ние три независимые, дающие, например, компоненты R1223, R2331, 
Кза1>. 

Условия совместности деформаций, являющиеся тождествами, 
если метрический тензор g или тензор деформации 6 выражены 
через вектор х(х, Í) или вектор и (x, t), имеют вид 


ОГ ов ppa 
Кавва = Е Гав Гот > Р-р ТВ Гот = 0, (6:76) 
0X ðx| ; 
JE 4 ðr 
Raggy и — Гав Гвит — РР. Tgp Laym == 0, 
ХВ дх” 


a В=Еу=- а, и принимают значения аа. 


$7. Малые и бесконечно малые деформации 


Деформацию сплошной среды в эйлеровом пространстве х за 
бесконечно малое время di в любой фиксированный момент t= fto 
можно рассматривать с точки зрения Лагранжа, если поле векто- 
ра скорости у(х, Г) ‘задано и если в момент ‘времени l= todt 
определить перемещение 


ИЕ Ра (7.1) 
‚и координаты частиц ` 
а οι ἑ-3. (7.2) 


В пределах интервала dt при данном { (хи, X2, Хз) будет лагран- 
жевой ортогональной системой координат в репере е;. Гензор бес- 
конечно малых деформаций среды за время dt обозначим 
vtae ij, причем оз; называется тензором РА деформаций 
среды в эйлеровом пространстве. 


Тензор деформаций &;; находится по формулам. (6.64) путем заме- 
ны хх’, Χ-»Χ, Е; 81, ии’, 


2e; = 20; (Χ, Hdt = и; | -+ üj i -+ TER Umi. (7.3) 


причем нелинейные слагаемые в (7.3) суть бесконечно малые выс- 


шего порядка. Метрический тензор ви находится из (6.63) и pa- 
вен : | 


δι! = ὃι; H Reij, | (7.4) 
т. e. при 4-0 он равен ô; Внося в (7.3) выражения и’ из (7.1), 
деля на dt и отбрасывая бесконечно малые величины, получим 
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выражения компонент тензора ΠΝ деформаций В эйлеровом. 
и вЫ: 


ны Я до; ду; 
diy = Eo E Ἔ (7.5) 


С другой стороны, можно рассматривать малые относитель- 
ные перемещения точек среды, т. е. такие, что в любой момент 
времени {5ο (и — начальный момент) перемещение точек 
u(x, t) =х—х обладает свойством 


8, SKI (7.6) 
Xj 
для всех i, Ги в любой точке x. В этом случае можно исключить 
переносное движение среды (связывая систему координат Æ с Ka- 
кими-нибудь физическими волокнами и плоскостью в точке х=0); 
из (7.6) получим, что в подвижной системе сам вектор перемеще- 
ния и будет малым порядка ὃ сравнительно с размерами области, 
занятой средой. Разница между этим и’ рассмотренным выше слу- 

ди’. де: 
чаем в том, что в случае (7.1) - ----- 

j 


s dt является` бесконеч- 
Xj 


но малой величиной. 

Мы рассмотрим случай малых порядков ὃ перемещений, за- 
тем автоматически распространим все результаты на бесконечно 
малые деформации. Неточность всех формул теории малых де- 
формаций будет порядка 6 сравнительно с единицей. Соответст- 
вующие формулы в случае бесконечно малых деформгций будут 
точными. Вектор относительного перемещения ὃ точки № относи- 
тельно М в момент &, очевидно, равен 


Вр жк дл, д) —Е= ЕШЬ 
или согласно (6.6), (6.7) 
ВХ. nR. ди; И, РАКА 
а „9 ὃ A (δι; Ε ξ/ει — ве; = 
- j : 
δι -- e ἂν. P -ϱ u +Z <) | (7.7) 


Пренебрегая малыми порядка 6? сравнительно с ὃ, из (6.63), 
(6.64) получим для компонент метрического тензора gij и тензо- 
ра деформаций δἰ; выражения 


gij = δι} + 28} ᾿ 
e= e= y (et EL) G j=l, 9, 9) (7.8). 


τ 


Ἂν i» 


дх; дх; 
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Соотношения (7.8) представляют формулы Коши, выражаю- 
‘щие тензор малой деформации через вектор перемещения и. 
Соответствующие выражения компонент тензора скоростей дефор- 
мации Vij в эйлеровом пространстве, как видим, получаются из 
(7.8) простой заменой и на у их Hå и приводят к формулам 
Стокса: G 


l Ου; до; 
Ор = Vi = — Е + ----].. (7.9) 
2 \ д, дх; 
Малые и бесконечно малые деформации аддитивны в том 
смысле, что если даны два поля перемещения и\(х, t) и u?(x, t) 
. А | 2 
с’ соответствующими деформациями #1, и, вычисляемыми по фор- 
мулам Коши (7.8), то полю перемещения u= Utu? соответствуют 
деформации =; равные сумме соответствующих деформаций: 


π(χ, 1) = W(x, ἢ и? (х, #), &а = 8}; - Εἴ. (7.10) 


Аналогичное верно для двух полей скоростей ν!(χ, t), У?(х, t) B 
эйлеровом. пространстве при любых деформациях на основании 
формул Стокса (7.9): . 


v(x, ἢ =vi (x, БУ (х, t), ие. (7.11) 


На основании формул (6.52) и (6.57), как уже отмечалось в 
$ 6, можно установить кинематический смысл компонент тензора 
малых деформаций. Из формулы (6.52) находим с рассматривае- 
мой точноетью 


(1 ae la)” Eng l + 2da. Ca =— Ega. 


Косинус угла θαρ между координатными волокнами α H В, рав- 
ный нулю до деформации, после деформации согласно формуле 
(6.57) равен | ; 


| COS бов = 28ав (1 — Ega — 8βρ) = 28а, 
че. 

π π 

о [ΡΝ о ов) αβ 


Следовательно, компоненты тензора малой деформации с одина- 
ковыми индексами суть относительные удлинения координатных 
волокон, а удвоенные компоненты малой деформации со смешан- 
ными индексами суть уменьшения прямых углов между парами 
координатных волокон, называемые сдвигами. 

Координатный вектор-волокно (&)о = Ее» в результате ма- 
ποῦ деформации станет вектор-волокном (β]α, направляющие 
косинусы которого согласно (6.59) определяются формулами 
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Αἱ { 
la = ~ = (1 — gaa) δια + dui R 
L- ey Эхо 
(P)a =| (Pal laea --ξα(δια-----ε,, а=ь 23. (7.13) 


α 

Разложение тензора относительного ‚ перемещения на тензор 

чистой деформации ‘и тензор поворота. Вводя тензор ὦ, на OCHO- 
вании (7.8) можно рассмотреть тождество 

ди; 

дх, 


=8&;j H Oj Фав = — Фа = — [--- и (7.19) 
| а 


причем ὦ называется тензором поворота. Тензор поворота œ анти- 
симметричен, причем @11=022==0:з=0 и потому он может быть 
выражен через вектор ὦ, называемый ротором вектора и, или 
` вектором поворота окрестности точки X, 


O = = rot и = ®;е;. (7.14) 


Компоненты вектора @ связаны с компонентами тензора (0 
соотношениями | 


ея 1 / ды, див | | 
oa =— op = ( ÔXg prea ΕΝ ). (7.15} 


На основании разложения (7.13) вектор относительного пере- 
мещения ὃ (7.7) представим в виде суммы 


5—8 δο <r 

причем | 
δ5 = ô; е; = 2156; (7. 17) 
называется перемещением, связанным с чистой деформацией, а 
δο = ие; = [ω, £] (7.18) 


называется перемещением, связанным с поворотом ® всей окрест- 
ности точки М как целого. Равенство δ векторному произведе- 
нию [ω, | проверяется непосредственно на основании (7.15) и 
определения 


e; 6; € 
[ω, ξ] =| в, œ в; |. (7.19) 
ξι ξο És 


Чтобы пояснить наименования векторов δῦ и 8%, рассмотрим OK- 
рестность какой-нибудь фиксированной физической точки, в ко- 
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торой #:., @ij в момент Í суть константы, а с изменением време- 
ни — функции времени ἴ. Переобозначим вектор Ё&>х, Ô—>U так, 
что вместо (7.16) получим и=и!--12, причем 


u! = &;; (хе, αἰ-ΞΞδε, 

u? = o;; (f) Xen ш=8. = (7.20) 
| Вычисляя _ деформации el, εὖ; по формулам Коши, найдем 

6) = g;; (t), 8: =0. . (7.21) 


Так как u= utu? — полное перемещение, причем εὖ = 0, то дей- 
ствительно векторы δὲ и δθ соответственно определяют чистую 
(полную) деформацию и движение без деформации, т. е. поворот 
всей физической Ciper TuocTA рассматриваемой точки как абсолют- 
но твердого тела. 


Тензору 6 в соответствие ставится квадратичная форма 
20 (X) = g; X; X; 


и поверхность Коши 2Ф— const, причем вектор Х выбирается в 
любом масштабе по волокну To = λξ.. ^—60031); из (7.17) ясно, 


что 
λδὲ = grad Ф, 


т. е. направление относительного перемещения, связанное с чистой 
деформацией, совпадает с направлением нормали к поверхности 


Коши. Три главных ортогональных направления тензора. 6 нахо- 


`дятся из условия 6Х==ега4 Ф, причем три главных удлинения 
81, 82, 83 ЯВЛЯЮТСЯ корнями кубического уравнения (равенства 
нулю определителя системы) 


| Ав =0, 
где инварианты имеют выражения 
[1 = 8, + £ - Eg = 811 t Eza F Egg = &ijÔij = Eiis 
ly = #12. - 823 m 1/2 (П— ве, ), (7.22) 
1; --Ειξρέα --]δερ]. 


Заметим, что хотя сдвиги в главных осях деформаций отсутствуют, 


вектор «=0о/0%, т. €. мгновенная угловая скорость, не равен CKO- 
рости поворота в момент # главного репера (трехгранника- глав- 
ных осей), так как главные оси деформации с течением времени 
изменяют свою ориентацию относительно частицы. 

Отношение объема У частицы к èe начальному ‘объему Vo 


равно V g= V | gi; |. Но с точностью до δῦ 
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1 4 2211 2812 | ое = ΞΕ 
g=|gul=]| 9, 1-9» 2273 =1--2/, (7.23) 
| 289 232 _ 1-Е 26:3. 


H поэтому относительное объемное расширение частицы будет 
равно Е 
ν 


ο----- 
- 


3 ΑΚΟΗ сохранения массы р(1--0) = ро’ дает выражение п плотности о. 
через 9 и начальную ПЛОТНОСТЬ 00: 


в аб εν 
-- 158 ) Po τα ) 

B частности, если можно пренебречь изменением плотности, 
то условие объемной несжимаемости вещества имеет вид 


δ δν ао > 136) 


дх1 дхо ΟΧ9 


Уё-1=А = 8n F ea + eas = ‘ви = div u, (7.24) 


Разложение тензора малой деформации Ha девиатор и ЕЕ 
` тензор. Девиатором ‘деформаций называется тензор с KOM- 
понентами 8}, 


ви = ви — 26, e= 136, an € e72) 


причем 25; называется шаровым тензором; τάκ Κἀκ ‚ соответствую- 
щая ему поверхность есть сфера 


Εδ,,Χ; Xi: =e(Xi + a ab X = const. 


Первый инвариант девиатора деформаций lg =; вби 0; второй 


"А чае аа, _ (1.28) 


где δι, 8, г. — главные компоненты девиатора деформаций. - 
Относительное перемещение δξ (7.17) в главных осях ‹ дефор- 
маций имеет а (в главном репере. ео) 


δε = себе. 


Рассматривая `октаэдрическую площадку (отсекающую равные 
отрезки по главным осям) и волокно &, равно. наклоненное к глав- 


ным осям, так что & — [& ИЗ, 3, найдем его относительное удли- 
нение | 


а = 89? = 1/3 (ey + £a + £3) = 8 = 0/3. 
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‚ Сдвиг конца волокна & (линейный сдвиг октаэдрической площад- 
ки) равен И (8=)* — ЕЕ, относительный сдвиг получается деле- 
нием на |&|. Удвоенный относительный сдвиг октаэдрической пло- 
„ щадки называется октаэдрическим сдвигом Yvy: 


Y =2 V (8) — ge? El = 2 γ/ 1[8[εἶ -- e+ εὖ --ο». 


На основании (7.28) получаем 


“5 -n= 2V3 VF 2-8 = 
УЗ 
= 2/3 V fe — ea) F (a e) 8—8), (739) 


т.е. пропорционален корню из второго инварианта девиатора 
деформации. Величина : 3 = 211 называется модулем девиа- 
тора, или интенсивностью деформации. Аналогичные формулы 


верны для девиатора скоростей Propran (0r — главные KOM- 
поненты) 


Vij r= 0j Зови, v? ma о: = oa 
= 1/3 [© — 4)" + (0a — νο) + (@—5,)]. (1.39 


Условия совместности Сен- Венана ‘для _ малых дебюржецай 
получаются из (6.76), (6.71). Символы Кристофеля (учитывая 
gij=ĝij+2e:;;) будут малыми порядка ὃ, а их произведения — 
порядка 62, и потому вторая группа слагаемых в (6.76) должна 
быть опущена. B результате получаем шесть уравнений 


Sawe ва, -Maw ОВР. 


-----4 Π (7 .30) 
| Ох -.“Οκα. -- | ΟΧβ ὅκα ---- 
из которых следуют шесть условий Сен-Венана: 
0212 δει 3 0ean 
Οχι дхо дх2 дх? ’ 
Pear -ô (— 2 d en | `дела ); i (7.31) 
| ΟΧΙ 0X3 дхз 


(в каждой из выписанных формул следует сделать круговую пере- 
становку индексов 1, 2, 3). Естественно, что если в (7.31) внести 
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выражения 8ὲ; по формулам Коши (7. 8), получатся тождества, и 
потому иногда (7.31) называют тождествами Сен-Венана. 

Все полученные выше для малых деформаций среды формулы _ 
при указанной ранее замене Χ-»Χ, U—>V, =;:->0;; справедливы для 
мгновенных деформаций ее в эйлеровом пространстве, но имеют. 
соответствующую трактовку. Заменяя и на Ἐπ t), 81} на Vij, X на 
х, из (T. 14) и (7.15) находим 


© (х, ἢ = той = Õe, 


Qu s a] С 2. 5. (139) 
причем Q называется вектором вихря — вектором мгновенной уг- 
ловой скорости вращения частицы среды как твердой. Тензор 91; 


(7.9) представляет тензор скоростей деформаций частицы, т. 6. 
‚компоненты U14, U22, 0зз суть мгновенные скорости относительных 
удлинений координатных ‘волокон, взятых по осям Xi, а удвоен-. 
ные смешанные компоненты ΡΜ ‚2923, 20 — скорости сдвигов 
(скольжения) координатных площадок. (Их механический смысл 
понятен из рис. 7.1). 
т Инвариантам (7.22) соответствуют инварианты тензора CKO- 
ростей деформаций 


lı = Vu t V2 + Uss = оби = div v, 


e a «ὨΝ 
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7 ра | | 
БЕ), = (7.33) 


fa = |9. 


Объему. Vo B (7.24) теперь соответствует объем частицы в MO- 
мент É (о — плотность в этот момент), объему У — объем в MO- 


мент +4 (р — плотность). Следовательно, 40=—— ἆρ/ρ, и пото- 
му из (7.24) имеем | = 
м у οε- τ... 0734 
dt a обе Οχι дх. дхз 
причем ао/аЕ — субстанциональная проиЗВаННя 
3-9 ΕΣ 
ЕЕ wo yn - ôx 
Из (7.34) находим | ие 
0= ln A =- (7.35) 


Следовательно, мы получили условие COXPAHEHUA массы части- 
τῷ в эйлеровом Ее. выражающееся одним из уравнений 


о ἩΗΕ, о 
a + meo) - 0, Е? -+ div v = 0. Ta 
- Условие ны несжимаемости среды имеет вид 460/41=0, 
HJIH | | | ! | 
| divv-=0. -- (737) 


Условия. совместности компонент тензора скоростей деформаций 
Ui получаются из. (7.31) заменой εἰ; на Vij их на X. 

Движение среды называется безвихревым, или потенциаль- 
_ ным, если Q=rot у==0. При этом из условий. | 


м оз 7.38 
дх; -дх; а (6 1 Es 2, 3) ен (7. ) 
следует существование потенциала скоростей ф(х, 1) 
ЕЕ ἐφ. у = grad φ. (7.39) 
9х 
Если к тому же среда несжимаема, то из (7.37) следует. 
| div grad p= Aọ = 0, (7.40) 
где В | 
r: ð? 


ax 9% T дз 
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и называется оператором те Потенциал скоростей ф — гар- 
моническая функция. Этим свойством обладает движение идеаль- 
ной несжимаемой жидкости в потенциальном поле сил, если в 
какой-нибудь момент rot у=0. 

Движение любой сплошной среды, рассматриваемое в эйлеро- 
вом пространстве, обладает некоторыми свойствами, ‘вытекающи- 
ми из определений линий токов, вихрей и закона сохранения 
массы. Как. уже отмечалось в ἢ 4, линией тока в момент Í назы- . 
вается траектория вектора скорости у(х, t), проходящая через 
какую-нибудь точку Xo, т. €. линия, определяемая реа. 
ным уравнением 


dx =у(х, du, 2 atea tin _ (1.41) 


οι Ug Ug 
FAE À= - параметр. Решение этого уравнения. | 
х=Им à, b); xX = fil A, Ὁ Е: 2.8) (7.42) 


является параметрическим уравнением линии тока. Если в момент 
t=const рассмотреть какую-нибудь линию Xo --φ(μ), то из (7.42) 
получим Х={(ц, λ), т. e. уравнение поверхности. Если линия 
X= (u) замкнута, то поверхность χ--Τίμ, λ) называется трубкой 
TOKA. S | 

Потоком массы среды через любую неподвижную ΠΟΒΕΡΧ- 

ность f называется секундный расход s, | 
| ρννάΣ ἃ pod; 
K e 
где ν-- нормаль, У — Vy — нормальная составляющая скорости у, 
4» — элемент площади поверхности. 

Вектор скорости у лежит на поверхности трубки тока, и по-- 
тому поток массы среды внутрь трубки. равен нулю. Рассмотрим 
В фиксированный момент Í внутри области движения среды произ-. 
вольный объем У, ограниченный замкнутой поверхностью: ». Про- 
интегрируем по V о на ау= ахАх2Ахз уравнение (7.36); 
получим ` Е 


и , ' 2 ay 
a (ρυ)) dV = Ja dV. 


Ho no формуле Грина а 


| div AdV = | 9 у — { Da (7.43) 
у ‚ ΟΧΙ E | 


Следовательно, Š 
| ρννΩΣ = — г %. И (7.44) 


a 
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т. е. поток массы через любую замкнутую неподвижную ‘поверх- | 
_ ность Х равен секундному ее изменению в объеме Ус ΗΕ 
знаком. 
Из δα. вихря Ω (7.39) следует 
div Q = Ta LT = (7.45). 


χι. 


Внося © вместо А в (7.43), получим теорему Стокса 
f Qaz = 0, S (0.46) 
z x = : 


т. е. поток вихря через любую замкнутую поверхность равен нулю. 

Если 5 — незамкнутая поверхность, ограниченная замкнутым. 
контуром L, то поток вихря через < равен интегралу πο F от 
Фуах. Но для любого ‘вектора В по формуле Стокса 


[τοϊΒνάΣ = Г BAS, (7.47) 
| Te 
F oo 


где 4$ обозначает вектор-элемент длины дуги контура L; выра- 
жение, стоящее в правой части (7.47), называется. Е 
ВЕКТОР В ΠΟ L. Полагая B =v, получим. 


ΟνάΣ = f vaS=T,  . 7.48) 
т 


т. €. еще одну теорему Стокса: поток вихря через незамкнутую 
поверхность < равен циркуляции Г вектора ‘скорости по ограни- 
чивающему 5 контуру L. . 

Отметим еще важное для дальнейшего свойства интегралов 
OT различных функций ф(х,{) по объему Vg фиксированной массы 
среды, т. e€. ограниченному замкнутой поверхностью Xg, состоя- 
щему из неизменных физических частиц. Найдем В произ- 
водную по времени от интеграла 


1=f o% Dele: τ a (7.49) 
: | 


“Так как и интегрирования: (Vg) меняется со. временем, TO 
на основании закона движения частиц X= X(x, t) преобразуем. 
(7.49) к лагранжевым координатам... Из условия сохранения массы 
физической частицы имеем 


раУ = p(x; р ахахах. = у, “p (x) dx ах»Ахз, 
на основании`закона движения 


ma t) = χίΧ, ϑ. 
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ВЕ Тензор εν 


Область γι (для фиксированной массы) не изменяется со › време- 
нем. Тогда получим | 


I= | рфау = f их t) Po (x) av, 


Vg Vo 


и, следовательно, 
d в 
—— = --------------------------------ε---᾽ Χ d s 
Е - d ôt Po (x) dVo 


Vo 


Переходя обратно отхкх(х, Ци ‘учитывая, что для неизменной 
частицы | 
ð% (X, t) = dọ (x, ἢ 
Ba D o 
получим Е =. а | 
< ( o ηρία, nav = | SE p(x, tav. (50 
Vy | Va 
Если объем V и граница области È фиксированы и неизменны . 


в эйлеровом пространстве, то, обозначая их Ис, Xc, «получим 
конечно, = 


| ау = |= 


$ 8.1. Тензор. напряжений 


‚ Основная идея теории внутренних сил. в МСС уже изложена 
в $ 4: любой объем, мысленно выделенный внутри среды, нахо-_ 
дится в равновесии под действием массовых сил и «внутренних», 
‘непрерывно распределенных: по. ограничивающей поверхности. 

Выделим в некоторой точке M(x) среды в деформированном 
состоянии бесконечно малый тетраэдр МАВС (рис. 8.1), основные 
ребра которого МА, МВ u. MC колинеарны векторам penepa 3;, 
91, 33. 


Обозначим удвоенные площади треугольника МВС через 4>', — 


треугольника МАС — через 4>2, треугольника MAB — через ἀΣ,. 


__ а треугольника АВС — через 45°. Единичные векторы нормалей 


‘нлощадок 4%“, очевидно, колинеарны векторам 95. (α--], 2,3). 
Величины этих площадок определяются через начальные 


| 45° = ἀχθάχν 
соотношениями (6.27) 


= Ир.  - (8. 
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Напомним, что по греческим индексам суммирование не 
происходит. Вектор-площадь треугольника АВС подсчитывается 
по формуле (6.32): Е 


dX” -y = V g ἀΣίϑ!,. | (8.2) 
где ν — единичный вектор внешней нормали к площадке АВС: 
ΝΞ vð Wau N Nr. NE N Gah (8.3) 


причем Vi — ковариантные, vt — контравариантные компоненты V. 


-~ (9 
p™ 


Рис. 8.1. 


_ Из формул (8.1) и (8.2) находятся выражения 4%“ через 
ΩΣ" Hv: | 
45° -- V 24а”. > z 84) 
Как установлено в $ 4, взаимодействие ‘рассматриваемой нами 
частицы-тетраэдра с окружающей средой реализуется за счет BEK- 
торов внутренних сил, действующих по граням, с точностью до 
малых порядка |4х|, равномерно. по ‘ним распределенных. На Kax- 
дую из площадок dA% действует поверхностная сила плотности 
Ρα), aua площадку ΣΥ — поверхностная сила плотности PO. 


104 


$ 8.1. Тензор напряжений 
Эти векторы называются векторами внутренних напряжений. 
С точностью до малых высшего порядка, силы, действующие по 
граням ΤΟΊΗ равны | 


— ρ΄) d3? + 0 (14к В) ие es 


(Мы здесь учли, что векторы внешней нормали к площадкам 4%“ 
направлены в обратную сторону по отношению к векторам Θά). 
Очевидно, элементарный объем тетраэдра’ ἀγ--άΣν 1/3, ‘где h — 
величина перпендикуляра, опущенного из точки М на dÈ“. Yun- 
тывая еще равенства (8. 4), (8.5), получим на основании ᾿ прин- 
ципа Даламбера | - 


ах” Е (PF — pw) h Ἔ po ype PO vg Za |+ 
| a=l 


| +0(14хВ) =0, (8.6') 
τ W — ускорение; слагаемое. порядка h учитывает силу инерции 
и массовую силу Е, действующие на частицу. Сокращая на. dÈ” 


и устремляя #—0 вместе с |@х|, получим условие равновесия бес- 
конечно малого тетраэдра | 


PY — V 7P” y, VEP?» LVE — 


-Σνεῦρον, | i _ 65) 


i= 


Эта очень важная формула ‘называется выражением вектора 
истинного напряжения на косой площадке с нормалью v через 
основные координатные векторы напряжений. Она доказывает, что 
вектор внутреннего напряжения Р® на площадке с нормалью v — 
линейная функция у с коэффициентами, не зависящими от V. 
Формула (8.6) справедлива как для внутренних площадок dÈ”, 
так и для площадок, расположенных на границе » области дви- 
жения среды; из закона сы действия ᾽ о 


заданная на границе тела сила Рош ‘равна ΡΟ} имеющей Bh- 


ражение (8.6). Естественно, что Pum может быть любой -функ- 
цией координат и нормали ν на Σ. 

Обозначим векторы, называемые основными контравариант- 
HbİMH векторами напряжения: > aS 


г ИЕ ро | | 
a y ga p, s= gP o oa (8:7) 


105 


= Г лава’ П. Кинематика и внутренние напряжения 
Как ВИДИМ, векторы S% не зависят от ν H отличаются OT векторов 
истинных напряжений, хоть и колинеарны им, так как ρϑᾶ-ε. 1 
при всевозможных значениях t. 

Из (8.6) с помощью новых обозначений получим. 


PY = δέν, = Siyan Р®- τ -ςα = = (8.8) 
= У а И: 
при этом вектор S? мы представили в репере 9; 
Ὁ’ = 549... | (8.9). 


| Нормальная, составляющая ` вектора ρω на площадке 4»^ являет- 
ся скалярной величиной и с учетом (8. 3) имеет значение 


№9 Е ур® = Sävy; = Зам. (8.10) 
Поскольку у — вектор и №“) — скаляр, то из (8.10) следует (πο. 
обратному признаку тензора), что St представляют контравари- 


‘антные компоненты тензора напряжений S. Касательная состав-. 
_ляющая PM равна 


ar 


e DE 61 


Так как B (8.7) множитель У 09% при po | различен для разных 
©, ТО выражение P% в репере 9; 


p% — ре, = 58) 


приводит к ο... РО), не являющемуся тензором. 

Тензор Si симметричен, поскольку. приложенные к частице 
внешние (массовые) силы дают момент относительно центра Ya- | 
_стицы, являющийся величиной, малой более высокого порядка 
сравнительно с бесконечно малым порядка dV. Обычно рассмат-. 
риваемые в механике силы, как указывалось, обладают этим свой- 
ством. 

Доказательство симметрии. компонент St следует из уравне- 
ния моментов для параллелепипеда, если учееть, что момент BEK- 
торов сил Р®4»У», действующих по всем шести граням, должен 
равняться нулю с точностью, включающей малые’ порядка dV. Ἢ 
При этом напряжения Р@) считаются равномерно распределен- 
ными ΠΟ соответствующим граням и, значит, векторы 
Ρί) dX% — приложенными в центрах граней параллелограммов. 
Например, вехтор Р)а»3 приложен в точке`с координатой (отно- 
сительно М)гз= 1/2 (э.4х1-- э›4х?) на нижней площадке ἀΣϑ и рав- 
ный ΕΜΥ (5. точностью до малых высшего порядка) — в точке 
с координатой г. = 1/2 (э.ах* + э.4х?) + эз4хз — на верхней dX. 
С точностью до малых высшего порядка момент сил, действующих 
по нижней и. Βέλπεβ Граням dX’, равен. 
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ть = [P® 453, г] — [PO 453, τι] =[Р®, (r; — гз)] ἀΣ»--[ρ9, 9α] dx? ἀΣ5. 
= | - (8. 19) 
Ηο 


= VgV g” dxidx?, 
H потому, учитывая _ (8. Ξ H (8. 9), ‘получаем ea 
m,=Vg g dx! dx? dx? [63, Эз] — ἀγ55! [9,, ϑε]. Z 


Моменты m, и M по граням ΩΣ! и 4»? аналогичны, Η΄ потому 
условие m= m; +m + тз= 0 принимает вид. 
= dV εν lə; 3] + 52 19» 32] + 57! [9,, 5 = dV S ~ a] = 
a 15) 
E что [э;, э] = — [3;, 91], 1 ИЗ. (8.15) имеем 


(912 — 571) 3? + (S2 — 532) 9: + (85 — 513) 93 —0, (8.16) 


откуда и следуют условия симметрии. ЗН, 

_Из свойства симметрии тензора $ следует закон взаимности 
напряжений на основных площадках 4>°%; умножая 55. (8.7) на 
ƏB и учитывая (8.7), получим выражение компонент 626 через 
основные векторы истинных напряжений и единичный базис. КВ: 


эВ 


Seb — И рабов PO) Кв, КВ — = 
ΕΝ 


5 симметрии 598 = 564 находим закон взаимности 
РК = РК: -... (8.17) 


проекция Ρίο) на _ направление ЭВ равна проекции P®) на направ- 
ление 9%. 


_С помощью метрического тензора g и аффинора д тензор на- 


‘пряжений $ можно представить в репере 9! другими компонента- 
ми, как, например, ковариантными и смешанными: 


Sig = S Binni =S} Bim = Si” Emp = 6. τὶ 


‘причем вектор напряжений P~) согласно (8.8) при замене aj 
= 9" бт; И Vi ™NV” Bin получит выражения 


ΡΟ) = SpV" 3” = 5491. — -:19) 


Тензор $ можно представить и в других реперах.. Однако 
напряжение можно представить и-другими матрицами, не являю- 
Щимися собственно тензорамя: Приведем две из них. 


107 


‘Глава II. Кинематика и ее 


Напряжения, отнесециые K недеформированным площадкам. 


Пусть начальная элементарная вектор-площадка d£ — — Уп. ς 
единичным вектором нормали ΠΞΞΠ1Ε; в результате деформации 
превращается в вектор-площадку а» = ἆΣν с единичным вектором 


нормали У=у;91. Тогда очевидно, что ду в репере е; равна dÈni, 
и потому, полагая в формуле (8. 2) ἀΣν.--ΩαΣ и умножая обе части 


— (8. 2) на 8; (с учетом 33; = 5'), получим 


᾿ἀΣν) =V gn; АХ, 2 B y V _ (8.20) 
dÈ i ; 


Вектор К, определенный равенством 
| а = PMAX = Siy, αΣ, (8.21) 
называется условным напряжением на площадке dÈ с нормалью у; 


° OH ‘колинеарен Ρο), Заменяя из (8. 90) у;АХ на‘ И тах, преобразуем 
(8.21) к виду | 


ο αμα o (8.21') 
T. e. существует вектор ti такой, что, подобно (8.8). 
© Stn, № -Vg ge 6825 


Вектор # можно представить в начальном Е €; через его 
компоненты 


а - .-- ее) 
Формула (8. 22) для t с учетом (8.9) и (8.23) привит ВИД 
t = ИЕ54э; =s - = ИЕ. (8.94) 


Отсюда, заменяя Е — ле), 9] а. находим связь между компонен- 
тами Ши Sï: ее 


ti =y g Alsi., (8.25) 


Псевдотензор {13} вследствие определения его на основании’ 
(8.21) называется тензором условных напряжений. 

Как видно из выражения компонент {13 (8.25), матрица в не- 
‘симметричная. Связь компонент. тензора ‘условных напряжений 
_. И) с истинными векторами напряжений P% на доформированных 


вектор- площадках dX% (при #=& координатных ἀξ ) находится. 
из (8.21), если нормаль у площадки 4» совмещать с направления-_ 
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ми ə% (α--ἰ, 2, 3), а нормаль п площадки ἀΣ — с ео; тогда co- 
гласно (8.21) E 

qL ‚ре 45° d2” 
{ d$% 


H потому на основании формул ( (8:1), (8:7) 


`Единичная нормаль п начальной площадки ах в репере е; рав- 
на Πα ΞΞ6α; с учетом ` (8. 22), (8.23) получаем р ΚΟΜΠΟ- 
нент {38 через Ρίῶ); Ϊ 


α 
=V gg р. ορ = =V g Ste. (8.27) 

Здесь видна несимметрия комнонент по индексам (æ, | В); с точ- 
ностью до множителя V ασχα _ на площадке с нормалью вдоль 94. 
компонента {38 равна проекции вектора истинного о. 
Р©), ‘приложенного на ней, на направление оси хв. > 

Физическими компонентами тензора напряжений σαθ назы- 
ваются проекции векторов P(®) πο осям 3i. Они определяются H3 
равенств 


Po) = реа, = _ (8.28). 
т 

. j=l Ζ n v 
где К; — единичный базис: направлений Э;, Ко = Эа Эа |. Как cne- 
дует из (8.7), физические компоненты тензора напряжений свя- 
заны с основными контраваризитными_ компонентами напряже- 


НИЙ ΓΙ следующим образом: 
gose 3 Be 


Переходим к дальнейшему анализу тензора $. Представление 
его в репере а; компонентами $ называется контравариантным 
тензором Коши. 

В механике сплошной среды существенное значение: имеет 
тензор мгновенных истинных напряжений, определенный в точ- 
ке X пространства наблюдателя компонентами о;;==0") в декарто- 
вых координатах (χι). В объеме ἀγ--ἀχιάχχάχι (или ахах?ах?) 
в момент t находится физическая частица — параллелепипед с 
координатными гранями, определяемыми вектор-нормалями. ео; 
при {= эта частица была некоторым косоугольным параллеле- 
пипедом с а ὑφ τος H размерами основных ребер (E); удов- 
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летворяющими соотношениям (6.6) — (6.10), в которых надо 3aMe- 
. нить р-> (2), --ἆχαξα; следовательно, волокну (β]α соответствует 


(Ва = dxa = Вежа, 530) 

координатной площадке 48? = eadxgdxy — площадка = 
дх = å 

dÈ a = Г) ©] = ἀκράχν E (8.31) 


_ Вектор истинного ‘напряжения на ‘физической площадке, которая B. 
‚момент { совпадает с dfa, ‘обозначим δρία), его компоненты в P 
е; обозначим σαι, так что 


PO = де; = 90°. : > . (8.32) 


Полная сила, действующая на dfe, равна POdFa, где аа = 
= ἆχρ Ху. Площадка dFa по отношению к реперу 9; — наклонная с 
нормалью у = €g, и потому вектор напряжения ΠΟ совпадает с ©“) 
(8. a при у = €a. Ho 


‚ 0х 
У = ео = Э*\;, У; = Jilg ные “τ = Аг, 
следовательно, —— 
с" = P = ЗА АРэ, = ЗЧАВАЮ.  — (8.33) 


Сравнивая (8.32) и (8.33), находим выражения σι; через ΚΟΜΠΟ- 


ненты 54, τ. e. формулы преобразования компонент $ при пере- 
ходе в точке хот репераэ; к декартову Εἰ, 


o — дыре АВА o 8.34) 


Ποεκοπρκγ $#=57Л, тои Oij= Oji, Т.е. компоненты σι; тензора 
` мгновенных напряжений симметричны. Формулы :(8.34) позволяют 
‚фактически вычислить истинные мгновенные напряжения 0%; (х, t), 
если известен закон движения среды X =x (x, t), по которому CO- 
гласно (6.7) находятся At, так как (8.34) при этом определяют 
Gij (X, Г), а значит, и σι;(Χ, №. 
разные соотношения получаются из (8.34), если их умножить 

на BË B} и просуммировать ποα И i. УЧитывая свойство умножения . 


(6.8) (В: ΑἹ = δ] -- δι), получим 
5: = се σιῃξ i k pi, Ϊ Ea Ζ 8. 35) 


При. заданных σι;(Χ, t) и законе движения B обратной форме 
—х(х, t) из (6.10) находим 
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pe — АИ ἢ, 


Οχι 


8 следовательно, и В"(х, t), после чего (8.35) дают $#(х, t). 
Обозначим через n=v единичную нормаль к некоторой MIO- 
щадке в точке X в момент Í: 


n = пе; = νρϑ, у: = пэ; = пы 


‚и найдем выражение истинного вектора напряжений ФР) на ней 
через Oij, обозначив $, декартовы компоненты 


| Ϊ | P = Pher. сы == (8.30). 
Полагая в (8.8) у = п, PY = 9”), найдем | 
| Pe, = nS At. 


откуда получаются простые формулы для напряжений на косых 
MONARKA: в | 
| Ph = σ//η,. | (8.37) 
Они очевидны и из простых соображений: при t= to координаты. 
ΧΕ и ΧΕ совпадают, так как при É = tp 9; = €i δὴ; = δι), An = бл, H 
потому из (8.34) σαι = δαί; из (8.8) сразу находим (8.37). Отме- 
тим, что при {=соп$ вообще все свойства преобразований о:., 
связанные с преобразованием репера Εἰ, совпадают тождественно ; 
с соответствующими свойствами при малых деформациях. 
Теория напряжений в декартовых координатах одинакова для 
малых деформаций в лагранжевом и для любых — в эйлеровом 
пространстве. Если деформации малы, то |и:;|<6<1, || <1 
и Поэтому. θι--δι;, с ошибкой 6< 1. Тензоры Sii —04; совпадают 
и для напряжений на косых площадках имеют место формулы 
(8.36), (8.37). | 
Нормальное напряжение ыы на косой площадке re 
P.n, т. e. S aea 


№ = δίῃ, = = = бити, < > (8.38) 


откуда по обратному признаку тензора непосредственно следует, 
что 0;; — компоненты тензора напряжений в ον ορ системе 
координат. Квадратичная РЕ - | 


с точностью до обозначений совпадает с 2Ф : $ 7, и потому очеви- 
ден ряд свойств, вытекающих из уравнения поверхности напряже- 
ний Коши 2Ф. =const, если радиус-вектор х=х:е; направить по 
нормали п некоторой косой площадки s τ 
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| o Xi 
ae e e ὃ 
Перечислим некоторые из них. Находим 

grad ὧς = вже; = RP ὑμῶν. 


т. 6. вектор &“) направлен по нормали к поверхности ` Komm. 
Существуют три ортогональных главных направления тензора на- 
_ пряжений, и они находятся из условия 5) = оп, т.е. из системы 


(σ;; ---σδ;)) п; = 0; 


а главные напряжения σι, 02, 0з — из решения кубического урав- 
нения [|σι]--δι;σ|--0, три коэффициента которого суть инвариан- 
ты ортогональных. о ΡΘΕ е;, | 


σμδι; = Okr» ` Fe Σ (сы! — 0115], (oz; 
Следовательно, ς᾽ являются также 
30 = Opr = ση. + 052 τ 024 - σι + 0; + 03 = δύσῃ, 
σσ -- o7, o 23 F 033 4+- 2 (от, - 08. +02) =0 -4 σὲ +02 - 
= НЫ B i (8.39) 
ΠΤ = 00503. 


Внося сюда выражения σι; = ση через Si (8. εως и используя (8. Sh 


_ Получим "ρε ЕЕ 


30 = δι! = S" gij, σι; 01 j= 519% |= 15°. (8.40) 


Напряжение o=!) (о. 022-033) называется средним гидро- 
статическим по следующей причине. Мысленно выделим в среде 
частицу, которая имеет форму правильного октаэдра, главные оси 
которого совпадают с главными осями тензора 5. В первом OK- 
танте его грань имеет нормаль п, равнонаклонную к главным 
осям, и потому п; = 11/3. Нормальное ЕВЕ на этой гра- 
° ни согласно 1? 38) e 


-Ν-- Учи -ренинир о τ (8.41) 

о | 

(так как в главных осях ‘касательные напряжения отсутствуют, 
т. e. σι;--0 при ij). Это нормальное напряжение N=0 одинако- 


во на всех восьми гранях октаэдра, т. е. как и в идеальных жид- 
костях, давление ἘΞ) одинаково по всем граням; но в произ- 
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вольной‘ среде на этих гранях кроме равномерного давления дей- 
ствует еще одинаковое по величине, но с различной ориентацией. 
касательное напряжение Τη, называемое октаэдрическим напря- 
жением. Поскольку из (8.36) имеем на каждой грани октаэдра 
вектор напряжения 6), то | 


Ἐν = V PF — № = | 


ᾳ- Г o] 2 1 ег 
2 (e)a raa 
I He) y3 E 
Напряжение τη, конечно, является инвариантом, так как главные 
напряжения σι, 02, σα — инварианты. Следовательно, его можно 
выразить через два nopsaa инварианта группы (8. 39) и записать, 
в виде 


τ =- V 30,0 — G07 = y Oii 


-2y PES T EE (8.42) 


где через. Tij бе. так называемые компоненты девиатора 
напряжений Ds: | 


0+] == στ] ЕВЕ 06; ;. (5.49) 
Его первый инвариант равен нулю, 0::6::=04-+ 02+ 03=0, второй, 
называемый квадратом модуля девиатора напряжений, равен 


σα, где 


м ENRE | 
o = Ува, = < Ить + T23 - та, | (8.44) 


величины тав Называются главными касательными напряжения- 
ми. Их физический смысл как экстремальных значений касатель- 
ных напряжений 0;;(1==]) будет выяснен. Эти onpas равны 
ОЕ главных ΚΗ 


91—09.) Gi ` 03—91 
Tiz = ο. Таз = ER O31 = РЕ (8.45) 


Третий инвариант `девиатора Ὅς равен. 

-. [δη --δισιδι, | | 
_ где A — главные компоненты Ds, выражающиеся формулами (8.43): 
оо раз 
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Девиатор Ds и его два основных инварианта O и 6 играют. 
_ фундаментальную роль в МСС, так как отражают наиболее суще-_ 
` ственное отличие внутренних сил любой среды от подчиняющегося 
закону Паскаля давления в идеальной жидкости, которая может 
быть определена как среда, в которой o= — р, ов==0. _ 

Рассмотрим в главных осях тензора напряжений $ произволь- 
ную площадку с нормалью п=п:е», причем через е» обозначим 
единичный репер главных осей. Вектор силы на ней имеет компо- 
ненты (8.37), причем σι;--0 (ij), σιι--σι, 02==02, 033= 03, и pa- 
вен | | 


А = Dolata; 
‘квадрат касательного а очевидно, равен 
< hs 3 
2 2 ; 
Pr Νο =; ол? — (У с, 3 (8.46) 
“k=l | > 


причем а 
а 

се = 

pisl 
Е=:1 


‚Напряжения о, в рассматриваемой точке фиксированы, и мы 

можем найти экстремум T по переменным k при указанном усло- 
вии, т. €. найти соответствующие направления п. Обозначим Ἢ 
n? = Χ, πὲ =J, п? = l— x — y и перепишем (8.46) в виде _ 


=A — 03) x + (03—92) y + 02 — [(σι — 93) х + (02 — 03) Y + 03]?. 


| (8.46°) 
Условия a a 
a o t a a 
ôn | σπα. дх ду 
дают два уравнения | 
n o? — o2 — 2N σι — 03)] = 
II (σι--σο] = ar 
| n [07 — 03 z e (6, — σο)] -- 0, | | 
где : = E 
Е N™ = (01 — 03) X + (σ; OY σε. --- (8.48) 


При 01=02==0з величина №") ==0з, τ. ‘e. X, у остаются неопределен- 
НЫМИ, τ--ταβ ==0; такое состояние возможно в различных средах, но . 
только при особенно простых внешних воздействиях. При условии 


σι» 0z > O3, e (8.49) 
4 
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не ограничивающем общности рассмотрения, в (8.47) должны TO- 
_ ложить либо п.==0, либо п›==0, так как в противном случае MONY- 

чим противоречивые уравнения для N), если ТОЛЬКО 015202. При 
п? =у=0 находим из (8.47) 


откуда х = п? = 0,5, n? =1—n= :0,5, T: 6. искомая площадка 


проходит через ось 600 H расположена под углами 45° к Εἰο H 650. 
На этой площадке согласно (8. 46°) 


eooo aooo 

01] — 03 Οι о Ἐς” 1 2 

τ НИЕ επ πε καπως Ξ- Έα. ᾿ 
T. е. ` T= T43 (8.45) na наибольшее ‘касательное напряжение B pac- 
аа точке тела. Полагая теперь n? =х==0и _ затем, 
=0, найдем, что два других экстремальных напряжения. равны 


PE Tı (8.45) и действуют на площадках, делящих пополам pa 
между главными плоскостями (2, 3) u (1, 2). 

Наибольшее касательное напряжение, равное ttan при 
условии (8.9), в других случаях будет наибольшим по модулю из 
всех-тав (8.45) 


- Tmax = MAX Tap. | | -(8.50} 


Оно определяет наибольшую силу сдвига в среде и потому может 
‚приводить к разрушениям твердых тел, изменениям режимов те- 
чения жидкостей и газов и т. п. В МСС обычно находят не только _ 
закон движения U(X, t) или у(х, t), но и компоненты тензора Ha- 
пряжений S(x, t) или σῃ(Χ, t) и другие. Но для вычисления Tmax 
надо вычислить главные напряжения σι, 02, ση и выбрать наиболь- 
шее из (8.45), что связано с решением и анализом корней кубиче- 
ского уравнения. Важным преимуществом обладает октаэдриче- 


ское напряжение τη (8.42) или модуль девиатора. O, имеющие про- 
стые выражения через о;; или 0;; и практически равноправные с 


Tmax. Причина такокого равноправия в первую очередь состоит 
в том, что Ὁ точностью до почти постоянного множителя ‘числа Tr 


И Tmax ИЛИ O И Tmax равны между собой независимо от характера. 
среды и процесса ее движения. Действительно, отношение, .напри- 
мер, Tn/Tmax определяется πΡΘΘΡ5 - 


ν ὅς Tn a E 
3 


Tmax _ 


Varera, --- {5D 


o max | Tag l 
причем на основании выражений (8.45) 
τη; # Tos + Ta = 0. 
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Следовательно, 


ETEN ая ЕЕК _ (8.51) 
9 ! max | og P 


причем 161 < [а| < 1, Та = 0; при этих условиях, как легко 
_ видеть, число Z заключено в границах 


3 «σετ | 
F 275. = 0,866, (8.59) 
ΥΣ. 2 το 


и, следовательно, положив Ζ550,878, мы можем допустить ошиб- 
ку <7%.,Такая же оценка справедлива для деформаций и ско- 
ростей деформаций (7.29). 

Проведенный выше анализ напряжений в точке тела, не зави- 
сящих от систем координат, тождественно переносится на теорию 
деформаций и частично уже был сделан в § 7. Например, главные 
сдвиги‘ через главные удлинения выражаются а (8. 45), 
если заменить буквы о на € H THa y/2. 


88.9, ... и деформации 
в произвольных координатах 


Введем криволинейную систему координат .(9°), взаимно-одно- 
значно связанную с ортогональной декартовой системой коорди-_ 
нат (xi или ги | 


| q =¢ (x), x = x(q’); (8.53) 
базис и метрический тензор ее выражаются формулами _ | τ 
4 (9 = д%/04' = Cem 4) =» (854) 


| g'im = ὃπι, q = qq”. 
‚ Если производные векторов базиса д04:/09: представим, подобно 
65 68), в виде 


δα;/94! = γπα, = ура", ут = Yig", (8.55) 
то получим, подобно (6.71), - | { 
-- -1 /9φιε᾿ ии — 8.5 
ыы. (8.56) 


T. 6. найдем Yije H γέ как функции координат Qt. 

Различные системы криволинейных координат бывают ‘удобны 
- ДЛЯ решения частных задач в зависимости от формы области, 
_ занятой телом. Например, для области, имеющей при любом Е 
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форму цилиндра, ограниченного перпендикулярными оси πποεκος-. 
ΤΗΜΗ, удобны цилиндрические координаты: 


ФГ, q =Ф, Ф =z, dx? = dr? + па" -+ dz’, 
для которых отличные от нуля метрические параметры равны 


Ji — 9 — > Е фз =", 
да = 933 = 1, q2 = 1/7, 


12.2 = 21.2 = 7, Yio = а, = ШГ. 


о B δ введен тензор напряжений $ с компонентами $) в криво- 
линейных лагранжевых координатах Xİ и компонентами о0;., 
являющимися истинными напряжениями в точкех; при этом XH X- 
связаны законом движения (5.4) или (5.5) 


t= egn IER, t)=v (x, t). 
Сохраним прежние обозначения ΜΑΗ соответствующих реперов H 
метрических тензоров _ 


ет = a - Де”, Εμ АКА, (8.57) 


i g i pi 
ER Бье,, g” eaa ВьВь 


и Tijk, Ги, выражающихся по формулам (6.71), (6.69) через мет-. 
рический тензор gij. При этих условиях все результаты и форму- 
лы, полученные ранее, сохраняются. Ἢ 

Для одной и той же физической ТОЧКИ тензор напряжений $ 
с компонентами 017 в эйлеровых. декартовых координатах хи 
компонентами $5 в лагранжевых ры: > (при >b 
являющихся криволинейными) — один и тот физический 
объект. Это. значит, что на одной и той же. μποπίώπκο ς единичной 
нормалью ΨΞΞΠ, представленной в реперах Э; и Εἰ, 


У= п, м = ΘΙ п; = пер το (8.58) 


физические векторы истинных напряжений р) (8. 8) и Po) a 36), 
(8.37) тождественны: 


P = Pie; = one; = sin = ре) — = Siy; = 54,9... (8.59) 


м и были получены формулы (8.34), (8. 35). 


oti = 554,4), ЗИ = om BnB, (8.60) 
i _ дж i дх 
ры δὲ == 
! ! E 


Глава JI. εν: и внутренние р 


Все выписанные величины могут быть. выражены как через Χ, так 
и через Χ. 

В рассматриваемой физической точке (x), w -a 1) в момент 
t новая криволинейная система координат (φῆ. определяемая 
уравнением (8.53), имеет характеристики, даваемые формулами 
(8.59) —(8.56); причем сами координаты η! имеют значения 


qi = qi (x) = q! ($ (x, 9). (8.61) 


Направление нормали к координатной площадке, построенной на .век- 
торах (4хХ)а = 949%. и (ах)в = Чва9В, а единичной нор- 
малью (λ)γ: 


q? у 
ah =— = 7 
ag V 
Bce рассуждения начала $ 8 относительно представления тен- 
зора напряжений $5 на косой площадке с единичной нормалью V, 
которую теперь обозначим À: 


λ--ν--π, <- (8.62) 


d 


можно повторить, но компоненты S в репере 4; будут отличны от 
St, 67—04; и других введенных в $ 8; обозначим контравариант- 


ные компоненты тензора $ в репере qi через Qü. Тогда формулы 
(8.8), (8.9) для вектора истинного напряжения на площадке с 
нормалью ν--λ. ЕЕ в виде 


P™ = Qh, = Qřq;, причем À; = λα;.᾽ = (8.63) 


3aMeTHM, YTO при Π--ν--λ ковариантные компоненты их в реперах 
ei, 3i, qi, обозначаемые Mi, у; и Ài, различны, почему и приходится 
одну и ту же единичную нормаль обозначать различными буква- 
ми. Это относится ко всем векторным и тензорным величинам. 
После приобретения навыков при расчетах и выкладках необхо- 
димость различных обозначений отпадает. 


Физический смысл компонент Qi и Qi тензора $ устанавли- 
вается формулами (8.68), так как P™ — физическая величина, 
обозначающая вектор истинного напряжения на единичной физи- | 
ческой площадке с единичной нормалью А. Для одной и той же 
косой площадки, т. €. при условии (8.62), вектор PA) равен век- 
торам Р® (8.8) и P™ (8.37), 24 ---Ρίν) — PM, т.е. 


PN — QA; = Οἱ Ίλια = Siy; = 5,9, — σίίῃγε; = σίῃ;,' (8.64) 


- 
t 


где σίΞεσι. Эти соотношения и есть основа для преобразования 
координатных ΒΕΚΤΟΡΟΒ᾽ (©, 51, ot) и компонент одного и того же 
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тензора напряжений $ при переходе от одной НО, CHC- 
темы к другой. 


Если какой- нибудь другой тензор Z ‘обладает свойствами, ана- 


логичными S (т. 6. для заданного в некоторой точке направления. 
внутри среды (λ--ν-ΞΠ) в трех рассматриваемых системах KOOP- 
динат характеризует вектор Ζ9) = z = 2"), который, например, 
в системе координат Qİ имеет выражение 265) --2΄λι, Ζί--αἱ]η;, где 


αἱ) не зависят от направления À), то для компонент тензора Z 
будут справедливы соотношения (8.64) при замене P —>z, 0/21, 
9—2 и т. д. и при соответствующих обозначениях компо- 


нент 2 в реперах 9; H ez. 

Чтобы найти выражение вектора σί и компонент ой через $2, Si H 
Ω’, 07, направим нормаль п = Y = А по координатному вектору e% = 
= [ев, Ες] = ea Е (е;), т. e. положим (п)“ = ΕΖ = eg; получим 


п; = (n)% e; = бр, v; = (п) == = -9х°]дх“; №; = o qi= до ; 
получим из (8. 63), 8, 64) Ϊ 
--- ‚ва = AFS! = СРО, _— (8.65) 
и потому | а | 
σεί я А Si = c CO oeo (8.66). 
причем А! (x, t), SÏ (x, t) можно выразить в виде функций`от (Χ, t), а 
Ci (q), QË (q) согласно (8.53) —в виде функций 9. Формулы (8.66) 


дают искомое выражение. 
Чтобы найти выражение QË через 0;; и 54, а также $4 через o 


H QË, вводятся обратные. относительно “ai и Οἱ матрицы 
ΑἹ ΒΕ --δῖ, G=, 
определяемые этими уравнениями. Умножая (8.66) на О» Dr, получим 
Qm” = o*! рр} =S" A} Aj DE D}. - (8.67) _ 


ее что закон движения частицы (5. 5) задает еще базис. 


Οχ/ο χὶ, определяемый. аффинором В=дх/дх, обратным А. 8 6), 
который теперь обозначим 6;: 


k | : == 
Я М м - e; Αἱ = 2:4 (8.68) 


"κ: Xi 


Соответствующий ему метрический тензор Gij и ‘контравариант- 
ные базис et и тензор G}, а также символы Кристофеля J 
определяются соотношениями. а a 
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Οι = ве; = Bi В, G” Gir = 6%, 


ei = Anem GÏ = etel = Αἰ Ahn, (8.69) 
Gik Gik 90η] 
= τί 0х д” θεῖ )- 


Тензор и $ мы можем ‘представить, конечно, и в 
базисе €t, обозначив. его компоненты через Bi, Xi, вектор напря- 
жения на площадке C единичной нормалью х — через 6), так 
что 


P! = Eini = ХУЙ, Е... — (8.10) 
Рассматривая во всех реперах (€i, 3i, qi, €) одну и ту же физи- 
ческую площадку с единичной нормалью π--ν--λ.-- κ, т. e. nepe- 


неся к ней параллельно (без вращения) все эти реперы, мы NÒ- 
лучим условия (8.64), к которым присоединится еще‘ одно. ` 


oin = Ein = Binen _ _ (8.71) 


Совместим х = п = у ='À с единичным вектором нормали к пло- 
MARKE, образованной векторами ев, €y, т. €. положим 


ме ety баа 
тогда 
z п =w e Ау, χι = же, = ô /И (ас, 
из (8. 71) р: | 
ой Ar e; = Σα Е. 
Отсюда, `умножая на ЕВ, учитывая (8.69), найдем ` 
| EB = oti AF A$, . _ (8.72) 

Тензор деформаций 6 до сих пор был представлен ТОлько KOM- 

понентами 81], которые выражаются формулами. (6.64) через Bek- 


тор перемещения и=х—х, причем использованы декартовы KOM- 
поненты и. (х, t), или, что то же, Ut (x, t): 


- κ U дх ðxİ ` 
Вектор-волокно dX можно представить через его компоненты B 
любой из трех рассмотренных выше систем координат Xİ, ХТ и qf, 
так как все они связаны с законом ΜΗΚΗ И преобразованием 
(8.53): 
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$ 8.2. Напряжения и деформации в произвольных координатах 


Бак LE de = Ц = 
; Οχ΄ Οχί 
ее 
ег =в0 6, z t= €, C} dg’ 
Аналогично, 
о а 
| дх! дх 


=u i = 3: ἀχ’ = её 4х! = η; ἀφ. 
Составляя разность 4х? — 4х? = p? -- 87, получим 
р s = 2e;; ἀκ! ἀχὶ = 2E, ἀχί dx! = = 2y; dé ἀφ’, 
= Emn АГ A, (8. 14) 


где P компоненты тензора «ᾱ- κι» 6 В различных. 
системах координат: 
2er) — Bii — δι; B X, 


2Εῃ = = 0a a) B X, 


2η1} аа ΜΕ би СС В q). l (8.75) 
Все эти компоненты обращаются в нуль при = to, так как соглас- 


_но начальному условию t= fo X =X; и потому g= Gij= bij, а на ᾿ 
основании (8.54) C$C? ее | r 
Перемещение точки X в момент { 


u(x, t) --κ(κ.ϑ--κ-- Ὁ (ᾳ, о ; 6.76) 


_ можно представить через декартовы компоненты w(x, A и компо- 
ненты га t) в репере q;: | | | 


М = υ:ᾳ, =U; qê = ше; = u, 
Е Ве u (x(x, t), 1) = xi — vi (x, t). (8.26) 


Выражения компонент тензора 6. через вектор U nongo (8. 73). 
αλα E(X, t) имеем 


Ὁ”, , ©. . 
‘ди ди! дит дит 
2Е = — — — - —. (8.77 

εν дх!. t Oo дх 9х τ 


о Компоненты (Л, U, вектора U предполагаются заданными в криво- 
линейных координатах (qt), ‘следовательно, ря Nij будут 
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связаны с дифференцированием Ui, U; по qê. По определению 
(8.74), (8.76΄) находим > Ἢ | 


A -ðU ο ðU | 
mot FE a ME -ᾱτ ди | (8.78) 
причем U = Ui q; = U; α΄. ο. ‘на основании` (8.55) 
-οὮ = --ᾱ-- {{1πι = Εκβ” m 94т . ыы ее, - 


_ то, обозначая ковариантную производную контравариантного век- 
тора (πι), точнее — контравариантной компоненты вектора Ч.в 
_базисе η], 


Vi un = — + U” Yni, (8.79) - 
| ` 99 | - 
получим выражения частных производных вектора 
ðU 
T = Vi U” Qm- (8.80) 
9: 


`Замечательная особенность ковариантной производной (8.79) — 
это свойство свертки с метрическим тензором д. Если. обозначить | 
ковариантную производную ковариантного вектора (точнее — ко- 
вариантной компоненты) 


У: U, = JA a | | (8.81) 
ΤΟ | | | | 
Imi Vi Ц" = Vi (U gmi) = γιζι» (8.82) 


q™! V: U, = y; (U, q™) = Ur o | 
Внося (8. 80) в (8.78), получим искомые выражения. компонент 


тензора деформаций 6 в любых криволинейных координатах (q?) 
через компоненты вектора помещения О в этих же НОВАЯ: 
тах: 


и v 0% Ξ A ρα. (8.83) 


Если какой-нибудь контравариантный вектор, например вектор 
напряжения О”, определен. в репере qi выражением Q”=Q™ngqn, 
то ковариантной` производной его по аналогии с (8. 13) называет- 
ся Вира eune 


yQ” = a paye — (8.84) 
Внося сюда 9" = = 0”" q, получим о | 
у: Q” = y; (Q™ a) = - Qn Vr Q7”, -. (8.85) 
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где νι Q” — ковариантная oo контравариантного тензора: 


у: @"” = ту Е ©" ὙΠ. Ι τ (8. τος, 


_ Закон движения при t = > можно рассматривать, как одно _ из. 


преобразований типа (8.53), причем компоненты σ!, 6 тензора. ŠB 
ортогональном репере е; в точке х Пао в Si, S в penepe 


8;, имеющем ‘характеристики gij» Γῇ. Заменяя 4’ на xi, q; на 3;, qij 
Ha Zij» у на Г и считая 0, U; компонентами вектора U в репере э;: 


USU, 99, = U, (x, t) 9: eon (8.87) 
получим выражение компонент Nij тензора деформаций 6 в виде 


(8.83) и выражения ковариантных производных компонент St, Sti 


тензора напряжений $ в репере 9; по а координа- 
там Xİ: 


от Бали, = _ (8.88) 


ο 


ΤΙ 


$ 9. Процессы Kebi H нагружения 5 


Компоненты V(X, t), или 9;(х, t), вектора скорости частицы у 
в эйлеровом пространстве в декартовых координатах Xİ и компо- 


_ненты Vij тензора ре деформаций V (8 6, 7) имеют выраже- 


НИЯ 

-. 201 = θυ) ὑϑεί + домах, (9.1) 

а вектор ЕЕ имеет выражение Ξ - | | 
= dv/dt = ду/АЁ-Е υἱ ðv /ϑχ. а 


Репер q; неподвижен в точке X= const пространства наблюда- 
теля, так как х=ф(49), но вектор скорости у=\У в силу закона 
движения x =Q (x, t) меняется по t. Для частицы x=const 


М, ἀνα, Ον. , μ ΟΝ 
Sa dt dt = S = a 
v(x, t) = ve [=V (q, 949 =V: (9, t) q? (q), (9.3) 
ыыы -- О Ey 
| та. 
Следовательно, 


eF E (у” Ч») + (И Vi У”) 9. 
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или окончательно получаем выражение ускорения в точке 
х—с0п${ в криволинейных координатах (qt): 


wi = |- t ИУ, и) a (9.4) 
Пусть теперь у=У (х, = вектор скорости, W(X, t) — вектор 


ускорения имеют компоненты Vi, W? B а 9; лагранжевых KO- 
ординат. (x) | 


9х ‚ дх | 
= — = 0 Ве. = — У = И: 5$ i с} — 
ν ---οἷκΏε--γ--ᾱ--Ῥ--'εή}8ι (κ 1) 
- ее = V; (x, t) Á (x, P); 
o Fre Ao . αρ Р 
w= JA a he -aa ------ 6; = w ος t) 3; (X, t) = w, (x, t) 9’ (x, t); 
e | (9.5) 
Va м № “τ Ион 
= A ðt δχὶ ðt F аи = 


Найдем выражение ускорения через скорости Vi, γι. отличие от 
предыдущего состоит в том, что базис q; был неподвижным в 
пространстве. ры базис же 89; подвижный. Находим 


w= (νος ἢ г: =”) = ος zV a > 
| | ze 9ι HVE E (Va) 


и, следовательно, имеем выражение 


a ду n ; Ἔα Ο1χί 
£ + V VaV) a; =e 
а __ Pxm гу ---. т дхт ο. | 
о a e 


которое совпадает с (9.4) при замене а; на 9; и у; на TË ij. 


Найдем производную по времени от тензора деформации δ, 
! выраженного компонентами деформации Εἰ]; 


Zi a Ie gi- A 01 = aen TLALI san 5; ;. | (9.7) 


Tor для фиксированной частицы X = const B penepe 3; 


ден (x, D . a A | 
Ат, 


а = 


$ 9. Процессы деформации и нагружения _ 


или в репере е; na | 
9 δε(χ.,Ὁ Ον ὂν дх ду 
ôt δχ΄.. ἂχ! OKI. Оке 


Рассматривая. здесь у представленным в репере е; как В 
(X, t) на основании закона движения ΚΝ 1), = [ме 


полагая у=т”(х, ре», получим. а: 
981 (%) a ду дхЁ дх ду дх® 


. <“ Το я 


д: =. δα! = aek = дх Οκ! -ah o Οκ 


-- (AF A} + ΑἹ AP = (Onk + Oma) (AAt - AT AI), (9.8) 


2 


где Omk — компоненты вихря. Вследствие симметрии Umk = От 
и антисимметрии Oppe =— ®,„получим = в. 


τ ος -- Ba 
--- = Umg Ai г. : (9.9) 


Но согласно (8.60) правая часть этого равенства представляет 
преобразование декартовых компонент ох тензора У к компонен- 
там в лагранжевых ΡΕ обозначая эти компоненты Vij, 
получаем 

дЕ;; (X, ἢ 


5 = omk Аг АТ = У" АК ΑἹ = V аи п = ΠΣ 


4$ 
dt 


о (9.10) 


Следовательно, для одной и той же частицы скорость тензора де- 
формаций 6 равна тензору скорости деформаций V. 

Тензоры деформаций 6 и напряжений $ в евклидовом прост- 
ранстве движения среды образуют 2 поля, изменяющиеся. 
с течением времени. Тензор деформаций 6 в фиксированный мо- 
мент времени Ё в фиксированной точке X или х(х, № определяет 
пространственную конфигурацию частицы, т. е. аффинное преобра- 
зование окрестности точки X= const за время 1—4. 

По определению в окрестности точки x=const (иначе — для_ 
‘физической частицы) задан процесс деформации, если тензор де- 
| формации для этой точки задан в виде непрерывно р 

руемой функции времени на интервале [ίο, Е]: 


_х = сопз: 8 =6 (τ), aTi о 911} 


При этом, например, для любого &=<т=<{ определена форма na- 
раллелепипеда, в который преобразуется частица, выделенная в 
точке X= const при [= в форме кубика, т.е. с точностью до - 
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переносного движения определена вся эволюция его граней, яв- 
ляющихся в МСС непроницаемыми для внутренних точек стен- 
ками. В различных частных движениях среды реализуются раз- 
личные функции (9.11), и в рассматриваемом классе непрерывно. 
дифференцируемых по т на них не накладывается ограничений. 
В отличие от этого; тензор & не может ‘быть произвольной функ- 
цией координат X, так как он либо выражается через один вектор 
_ перемещения, либо удовлетворяет уравнениям совместности 
6590, 7). 
| Аналогично, в окрестности точки x=const задан. процесс на- 
гружения; если тензор напряжений для нее задан в. виде непре- 
рывно. риф ференаяру емой функции времени 


x = const: Š = Š (1), SIL. (9.12) 


Тензор S(t) определяет напряженность - окрестности точки X, в. 
частности конфигурацию результирующих векторов напряжений 
по граням рассмотренного параллелепипеда в момент т, а про- 
цесс (9.12) — эволюцию этих векторов во времени.на движущих- 
ся гранях. 

Для одной и той же точки x= const процессы. (9. 11) и (9.12) не 
могут быть заданы независимо в силу физических свойств вещест- 
ва в окрестности этой точки. Более того, если никаких других 
воздействий к внутренним точкам параллелепипеда через его 
грани не проникает, т. €. поверхность является адиабатической 
оболочкой, то задание (9.11) в силу свойств вещества однозначно 
определяет (9.12), и наоборот (гл. ПТ). Отсюда возникает воз- 
можность построения уравнений состояния и -термодинамики 
сплошных сред и становится ясным значение теории процессов 
деформации и нагружения в окрестности точки x=const, т. e. 
при однородных (не зависящих от X) изменяющихся во времени 
деформациях и напряжениях. 


Пусть 7 — какой- -нибудь из симметричных тензоров 6, би 
других, которые могут быть построены на базе 6, $ (например 
тензор скорости деформаций У), и пусть в некоторой точке 
x=const области движения среды ΒΟ времени задан процесс 

x = const: 7=7 (т), и < TÉ, _ (9.13) 


который однозначно определяет: в этой же точке в тензор У 
и, следовательно, другой процесс У(т). При этих условиях значе- 
_ние в момент т== объекта F(t) будем называть функционалом 
_ процесса 2 (т), или оператором над процессом 7 (т), или отраже- 
нием Z (т) В Y(t), и записывать его в одном из видов 


_ Р-Я ь 4 ==712 1, =7 (@). Θ.14) 
a oo 12 
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В (9.14) в скобках, содержащих тензор-аргумент 2 (т), следова- 
ло бы выписать другой заданный тензорный аргумент — извест- 
ный метрический тензор исходной системы координат Си Temne- ` 
ратуру T(t), но для простоты записи этого не делается. 

В качестве независимых в МСС наиболее важны Ζ--6 и = -5 
или наоборот; в качестве скаляров — различные инварианты тен- 
зоров У, Z и термодинамические функции (энергия и др.). Вре- 
мя интервала &<т=<{ в представлениях (9.11) — (9.14) — это 
параметр, принимающий любые значения на полубесконечном 


- отрезке {>4. В теории термомеханических свойств различных. 


сплошных сред задача аналитического представления функциона- 
лов (9.14) — одна из основных. 

Практически. все твердые тела, например в некотором интер- 
вале температур Т=<Т*, деформаций  |::;:|=<4* и времени 
1-—й=—<#, с высокой степенью точности — упругие, т. e. опыты пока- 
зывают, что для изотермических процессов (Т==соп${) значение 
тензора напряжения в момент { является просто аналитической 
функцией значения тензора деформации в этот же момент. 
($ 16, 17) *: 


νο-Ίσω-(-5 2 у) а 9.14. 
о - 0 о 


д5 2 05? 


где коэффициенты — Физические константы а _ вещества. 
тела. 
При аналогичных условиях многие ие т. e 


ΟΠΡΙΤΗΙ показывают, ‚ что для любых р х процессов S(t) 
зависит только от V(t) (§ 15): 


SĄ- FF -п.б+ а и. 
те ον /ϱ 


где G — метрический тензор системы координат, П — некоторый 
инвариант, коэффициенты разложения — физические константы 
вязкости вещества жидкости. Следовательно, оператор. (9.14) на 
основании (9. 10) имеет Вид | 


5ο -5[ξ Ok- a(S .)=пв+ (28) εξ 
= (9.14”) 


Однако те же твердые и жидкие тела при более высокой TEM- 
пературе, или больших деформациях и скоростях, или в большем 


* Координатная запись используемых здесь операций над ера разъяс- 
няется ниже. - 
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интервале времен, или при необходимости более точного отраже- 
ния законом типа (9.14) физических их свойств, или при всех 
‚ перечисленных условиях обнаруживают свойства, заметно или 
очень существенно отличающиеся от описываемых формулами 
(9.147), (9.14”). Поэтому, учитывая разнообразие твердых, жид- 
ких и газообразных тел, в МСС необходимо рассматривать функ- 
ционалы (9.14) весьма общего вида. Однако можно внести неко- 
торую определенность, возникающую в связи с особенностями 
задач МСС ис физическими свойствами многих сред. При этом 
необходимо учитывать, что тензор Ê почти при всех`# непрерывно 
дифференцируемый по [и даже дважды непрерывно дифферении- 
руемый, 6 Г», πο t. 

Практически во всех случаях функционал (9.14) можно рас- 
сматривать как предел функции многих перемевных: мова 
1—0 разбивается на п равных отрезков Ат=ть4— ть (Е ==0, 1, 2, ..., 
П—1), To= to, tn=t, берется набор значений Ζι--Ζίπι). H рассмат- 
= punaerga Некоторая функция 


rom В (9.15) 


| Утверждается: для данного функционала (9.14) МСС найдется. 
такая функция п переменных (9.15’), что существует предел 


ушу, FIZN = (9.15) 
п Ὃ | 


и что функция (9. 15) при πετότορηε п может быть. аппроксими- 
рующей для 7(2). | Е 
Далее, функционал (9.14) upu- 75 κ Ζ--6 — непрерывная 
и даже непрерывно дифференцируемая функция параметра # . 
Функционал (9. 14) имеет дифференциал Фреше, т, е. для 


‚ любых заданных. 6 (т) и 06 (τ) = δι(τ)-- ὃ (τ) ς нормой ISIKA. 
разность 


5 [8, ΠΠ --5[6 m] -- 55 Oi 


отличается от линейного по 06. ‘функционала на величину ‘по нор- 


ме порядка о(Л) или меньше. а tenno, при Δ-»0 55 пред- 
ставим в виде интеграла 


a= {κα [2 Θ[ ὁδί 45 τ (9.16) 


где Ks — некоторый функционал “δ <), ЕТ, определяемый 
о виОНалом 5$(6). z č 
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Для аналитических процессов деформации, когда 5 (τ) пред- 
ставим рядами Тейлора, например 


δ (τ) ANEN DOA ΕΡΕ И 


где 8 (t), 8 (£), ... — производные 6 πο Ьт.е. скорость V: ускорение _ 


Тит. д. в точке t, функционал напряжения 5 представляет уни- 
версальную для данного вещества функцию всех производных 


8 ( πο t: 
5-5 E (1, =DE O, ἕω, EO, ..., (9.18) 


причем его можно аппроксимировать функцией некоторого конеч- 
ного числа производных. 

Одно или некоторые из перечисленных ниже свойств функцио- 
нала (9.14) являются типичными. 

Оператор (9.14) имеет обратный взаимно-однозначный, т. е. из 
(9. В Я существование единственного обратного опера- 


тора Ž [У (т) |. 5 | 
Функционал 5 аналитический и может быть представлен в 
виде суммы многократных интегралов 


S6) = FS, 6), $, = [άτι fdr... f Rt, и; :.. s τ)δίτι):.. 
О > 


n=l 0 to 
.6 (t) 4, о (9.19) 


_ причем Κα — некоторая матрица-функция. (функция памяти) и—1 
переменных Tk, универсальная для данного вещества (может 
быть и обобщенной функцией). В частности, в МСС существенно. 
используется линейный функционал ($ 21) 


S (t) = fR 980% (9.19') 


Построение конкретных ВИДОВ функционалов (9.14) для раз- 
личных сред представляет одну из фундаментальных проблем 
современной МСС. Из изложенного ясно значение алгебры и ана- 


лиза тензоров Г 5. Напомним, что умножение тензора на не за- 
висящий от него скалярный параметр дает тензор, причем во всех 
системах координат его компоненты умножаются на этот пара- 
метр. Формально (т. e. независимо от физического смысла опера- 
ций) тензоры можно суммировать, причем компоненты суммарно- 
го тензора равны сумме соответствующих компонент в одном и 
том же базисе | 
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R ano P tog i 
(a+ b а С, а; ; -- bi; = Cij» aï -+ я = CE Qj -- bi [το cj). 


В остальном алгебра будет поясняться по ходу изложения. 
Операции дифференцирования и интегрирования тензора по 
параметру { в лагранжевом и эйлеровом пространствах являются 
основными в теории процессов. Пусть в движущейся фиксирован- 
ной точке среды x=const и ее фиксированной окрестности (х- ах). 
даны тензор Z(t) и зависящая от времени инвариантная квадра- 
тичная форма ф. (1); имеющая определенный физический смысл: 


_ф. (В = б;ахах = г ахам, - (9.20) 


где 2:;(х, t) — ковариантные компоненты в лагранжевых координа- 
тах; Ζι;(Χ,1), или, что то же, zti (x, #), — компоненты тензора Z 
в декартовом базисе е; пространства наблюдателя и в силу зако- 


0х : 
на движения х=х(х, t), ах = г ах = ΑἸ ἀχίε,. Применительно 
Χ 


к тензору деформации 6 (9.20) является квадратом длины фик- 
сированного начального волокна &==ах в момёнт Í, т. e€. волокна 
0х — dxie; = Ai dxie;: 


P= p? = ο ἀμ ΩΧΙ s= δι ἀνά ΤΙ (9.20’) 
ИЛИ | 
Qe = p? — Ẹ? = 96, ах! =—0Ё: giras р (9.20"} 


Можно рассмотреть. физическую площадку, нормальную к 
волокну 4х=& в момент Í, т. €. к волокну р=ах= э:4х*. Нормаль- 
ное напряжение на такой площадке согласно (9.12) удовлетворяет 
уравнению 
Np = Oinin; == ЭЙ» | (9.21} 


причем 


| а 
са - , Vi = yÅ. (9.21) 


Формулы (8. 18), (8. 34), (8.35) дают связь между компонентами $; 
в лагранжевых и эйлеровых координатах 


Opr Am An, ET than --- тт κα Safi = Ὁ εί. | (9.22) 
Умножая $ 21) на р?, получим (9.90) для Ζ---: | 
φ.ΞΞρ᾽Νρ = σ; ἐχίάχ! = 5; ἀχίάχί, (9.23) 


причем последнее равенство HM непосредственно получается из 
(9.22) умножением на ахтах”. 
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$ 9. ее Agpopmanna H e a e b ile 


Формулы (9.22) верны ANA: любого симметричного тензора Ζ 
Β ία οὑκ, (x) и (x): | 


2) ,Аш АЙ = = Zm = 24 Emig in F Za -Ein —= 2. nmi» (9. 24) 
B (9. 20), (9.24) Zij даны как Функций - t; та АА ВЕСТ. 
функции X, t. 


.. Дифференцируя скаляр а (9.20) по $, получим снова скаляр 
φ:({),.τ. 6. σα | 


φ,(9 = -Zu dx'dxi = Ż, jdxídx!. (9.25) 


Следовательно, по обратному_ признаку Žij — ковариантная компо- 
нента Jij ны тензора Т, называемого тензором скорости тен- 


зора 7: | 
Jez AS ͵ (9.26) 


Обозначая Yi; компоненты Тв декартовых координатах пространст- 
ва наблюдателя, в соответствии с (9.20) скаляр p(t) = 9, (t). 
можем записать в двух. видах: 

P, = ах = у ах ам. (9.27) 


Выражения компонент {1} получаем непосредственно путем диффе- 
‚ ренцирования по t при x=const скаляра (9.20) 

| pz (t) = z;;dxidxi , 

в котором | 


ðxİ 


ах, 
дхе 


Zig = 2 (х, #), „м = 


‘обозначая по-прежнему через V?=— Vp декартовы компоненты BEKTO- 
ра скорости v(x, t), имеем 


и ее ден. ÔZij ь Ôzij 
= -L +v 
dt . Ἔα дх ðt F ðxk ? 
; ἶ 
a E tas ци. 
С ðxk - дхт 
Следовательно, 
° i dzij д ΓΡΈΝΕ, gu! до! ` ; 
= 0. = — Я  dxidxi --2,. n —— хтах = 
P= № dt TA ĝx" дхт 7 
pame d dzij ду" дот ἕ j | , 
= (u F Zim τ - 2] Е ) dx dx’. | (9.95) 
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Сравнивая это выражение с (9.27), находим компоненты Yij, KOTO- 


рые обозначим также Zij (Zij с т. Де 


ам Zim m yz mij 


o ; 


[ο) 
у; = Zij = - ὙΠ} (9.28) 
очевидна симметрия: из г;; ==. следует Yij= Yji. 
Повторное дифференцирование по времени # скаляра (9.20) 
приводит к тензорам, являющимися соответствующими производ- 


ными тензора Ζ. Например, 
ф, = Рака = J ἀκίάχί = ура, | (9.29) 


причем. δη; являются ковариантными компонентами и тензора уско- 


penna J= 7 в лагранжевых координатах, а компоненты Yi; нахо- 
дятся при замене букв в (9.28) zi; на 01} и подстановке в получен- 
ное выражение вместо у;; их выражений (9.28). 

Операция интегрирования выражения (9.20) πο Ё в лагранже- 


вых координатах приводит к тензор-интегралу тензора 7, причем 
‚ ковариантные его компоненты равны 


f Zi; (x, t)dt при x= const. 


Представление этого тензор- интеграла в эйлеровом пространст- 


ве сложнее. Пусть дан тензор Т его квадратичной формой φν 
(9:27) и пусть для определенности необходимо построить тензор- 


интеграл от J, обращающийся в ноль при t= to. Интегрируя (9.27) 
и учитывая (9: Sik получим 


f Py (τ) drt = ах Ах] f Jij (x, T) ἅτ = Zij (x, t) dxidxi = ух dxi, 
Te 


(9.30) 


причем Zi;(X, to) =0; й:; обозначены компоненты B эйлеровом про- 
странстве. Из сравнения (9.30) с (9.20) заключим, что 


Di: = Zij ` (9.31) 


и Zip(X,t) определяются по заданным V(X, i) n у:;(х, t) линейны- 
ми дифференциальными ΡΠ (9.28) и начальными усло- 
виями (1, |--], 2, 


t = fä w =< Zij (5, t о) == 0, (9.32) 


т. €. компоненты Yij= Zij явно через у;; не представляются. Вопрос 
о повторных тензор-интегралах решается аналогично. 
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Для квадрата длины волокна Фр =p? (9.20”) компоненты тензо- 


ра Z представляют собой ковариантные компоненты метрического 
тензора в лагранжевых координатах Ζι;Ξ--Φι;--δι;-[-281} и Zij = 
= ĝ;ij — в декартовых эйлеровых. Из о (9.10), (9.27) находим 


Y= ð = - Ου’ ak = 20; (κ, η, 


ИЯ = 
. де; f де; 
“ИН — Su = 2 -L = = 2И,, (х, о, 
05 Po = 200 = gi; j ‚Ах‘Ах! = -- Зах. (9.33) 


Этот тензор скорости деформации 7—8 с компонентами аи 
и: (Хх, {η и другими, связанными согласно (9.24) соотношениями 


ο) Ат Αἱ мы = Уна а ут и, = гы уз. πετ са y‘; nim» (9.34) 


используется B дальнейшем. 
Аналогичный вывод получим для тензора скорости напряжения 


$ на основании. формулы (9.23): 


TEF ий FTAA: 
φ. — S;;dxidxi = o;;dxidxi; ij = Οι} = -r Su (x, 1); 


ο... а (м, Ὁ o” В: 2% 
т (9) 


i aig Ч Szi S- Si- À 

т/Ап вах ур --ὃ Emilin = Фит. т νε. S:a Epis 
Отметим, что точка сверху лагранжевых компонент тензоров озна- 
чает производную ПО É, кружочек же — компоненты скорости тен- 
зора, получаемые поднятием и опусканием ΜΗΠΕΚΟΟΒ cC ПОМОЩЬЮ 


метрического тензора gij, δὶ) из ковариантных компонент. 
Формулы (9.24) получаются одна из другой умножением левых 


и правых частей на A; (например, вторая из первой — на A Αἱ, 
вторая из третьей — на ΑἹ) и использования равенства 


i 
g™ (х, 1) Emi (X, 1) = ὃ). 
Дифференцируя его по Ь получим 
51 = — тата" = —2У ата" = —2У1. (9.36) 
Сравнивая с (9.389), (9.34), видим, что скорость контравариант- 
ной компоненты 277 равна контравариантной компоненте, получае- 
мой из скоростей ковариантных компонент путем поднятия индек- 


сов, но с обратным знаком. Отсюда следует, что скорости KOBA- 
риантных Žij, контравариантных 79 и смешанных компонент 
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Zj, Zi; тензора Z в лагранжевой системе координат образуют 
четыре различных тензора скорости — ковариантный, контрава- 


риантный и два смешанных тензора скорости тензора Z, причем 
формулы (9.25) — (9.35) относятся‘к первому из них, получаемому 
дифференцированием первой формулы из группы (9.24), т. е. 


Zi Ат Αν у 
Умножая на Bg В: вторую формулу группы (9. 24), найдем 
ἄμ. АА 
и после даб ференцирования по { с использованием (9. a получим 


ΣΙ; — тп Αἱ. АГ; Żmn = azm (x, ἢ. Z = Zig migni . хе 


0 
ды dzi; << [ϑοἱ до? ' 
Я т. — Zim am — Zmi ατα (9.37) 


Птичкой «~» сверху компонент обозначены компоненты контрава- 
риантного тензора, получаемого по компонентам 213 в лагранже- 
вых, и по компонентам 2;; — в эйлеровых координатах. 
Дифференцируя аналогично по É третье и четвертое уравнения 
группы (9.24), получим два смешанных тензора скорости περα 


мации с ыы в лагранжевых координатах 77, ΞΖ 
Ετος EI 2. =2j (знак < сверху) и соответственно Ἢ 


H Ἢ — в эйлеровых, причем 


> dz;; дот 
DE t E EA 
Zij --- Zi; ryss 24A ME 5 SOF Zinn ΤΕ ΠΝ Zim -- m Lpz jm Е, τ 
Ν $ dzi; _ дот до! 9.38 
Ziji = Zij -— 22а mi --Ἔ org -f Zim 9х — Zim ОЕ ( 5; ) 


Четыре тензор-скорости тензора Z, обозначенные выше 
| Е 


2 а. | (9.39) 


линейно-зависимы алгебраически: 


ὶ { 


о w > < din > S Z 
Ζι} t Zij = Zij t Zij Ζ--Ζ--Ζ--Ζ-Ξ-92Ζ, (9.40) 
причем, конечно, 
9 κ τς, 5 о он 
Ziu + Zij = Zit Zip ВЕ = 2, ... 
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\ 
и тензор. (9.40) имеет компоненты в эйлеровых координатах 


> ен dzi; | 
z=- Vi + 2) = ее P 2 ту H рить (9.41) 


ГДе @pg = (д092/9х9—099/0х?) |2 — компоненты тензора вихря. Сле- 
довательно, в качестве алгебраически линейно-независимых имеем 
0 


три симметричных тензора скорости тензора 7. z 7 Е. Но все они 


вместе с 2 линейно-зависимы при заданном законе движения 
х=х(х, t), что следует из (9.28), (9.37), (9.40), (9.41) в эйлеро- 
вых координатах и из (9.24) — в лагранжевых. Например, 


та = ив: F E” (Emini F Вы), 
ИЛИ | 

Zij = Zit Zit δη) t Ζ]-6η; (9.42) 

Snir 

и два аналогичных для Ζ Ἡ Z. 
Представление одного и того же функционала связи между 
тензором напряжения и деформации типа (9.18) возможно с по- 
мощью любого из тензоров’ (9.89) и их ускорений высших поряд- 


ков, т. е. выбор их определяется только простотой и удобством 
представления физического функционала связи для рассматривае- 


мого вещества. В гл. У процесс Z (x, &) при x=const рассматри- 
вается как траектория 9-, 6- и 5-мерного вектора в пространстве 
его компонент, и даются некоторые канонические представления 
функционала (9.14) на основе понятий длины дуги и кривизны 
траектории вектора. 


Глава [|| 


ФИЗИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ И ПОСТАНОВКА 
ЗАДАЧ МЕХАНИКИ 
СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 


$ 10. Уравнения движения 


Основы аксиоматики МСС изложены в $ 4, причем установле- 
но, что произвольная часть среды, заключенная в .объеме У и 
ограниченная поверхностью Σ, в любое мгновение $ находится в 
динамическом равновесии в смысле Даламбера: сумма всех мас- 
совых сил (включая силы ‘инерции) и сил, действующих на поверх- 
ности È, равна нулю. Если плотность среды p, массовая сила F и 
ускорение каждой частицы W в момент { известны, то объемная 
сила, действующая на массу в объеме dV, равна pọ (F—w)dV; эта 
сила, проинтегрированная по объему У, в сумме с ‚‘проинтегриро- 
‘ванной по поверхности Σ силой РС 4», "действующей на площадку 
ΩΣ с нормалью у на Σ, равна нулю. Значит, при составлении 
уравнения движения среду в объеме V можно считать «заморо- 
женной», т. е. считать ее абсолютно твердым телом, на внутренний 
единичный объем которого действует объемная сила p(F—w), а 
на поверхности — распределенный вектор силы с плотностью po) 
Ha единицу площади. Поэтому в векторной форме уравнение дви- 
жения массы любого объема У с соответствующей поверхностью È 
имеет вид 


[ρ{Ε--ν)άν ο ὀψέ =) (10.1) 


V. 


в любой системе координат. Эта система может быть криволиней- 
ной, неподвижной в пространстве наблюдателя или движущейся и 
’деформирующейся лагранжевой, может быть вообще как угодно 
движущейся и деформирующейся во времени. Но если не задать 
метрического тензора и базиса координатной системы, а также 
вектора Р“”, то из (10.1) нельзя получить дифференциальных 
уравнений движения. 

Для определенности рассмотрим уравнение движения среды 
в базисе 8; лагранжевой системы координат (с метрическим 


тензором gi; и символами : Кристофеля ГИ. Вектор ‘силы PU) 
в нем имеет выражение | | 
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Ρίν) = $55; — 5:9, у; = У3:. (10.2) 
По теореме Грина — Остроградского 
| $ 4Х = f ν.5΄άν, (10.3) 


и потому из (10.1) получаем для любого объема У, взятого внутри 
области движения среды, 


(рЕ— w) 1-Υ.514ν = 0, (10.4) 
ν 


и, следовательно, получаем дифференциальное уравнение движе- 
НИЯ В ΕΠΕ воре 


p(w — F)= yS = ка т = - (95 

Отметим справедливую в любой и системе координат 
формулу Вейла (β--|θι;], q= |9 |, -. | 

|--..9ψ4 (10.6) 


foi ἊΝ 1. yg 
ahata УЕ, δἰγί; = Yii = а и? 
и. у: 0 
на основании которой ковариантная производная вектора $} 
(и любого фак записывается в виде 


ES МЕ: 
V:S’ e τ 2 (Vgs), vŒ =. = ESR EEA 
Таким образом, ΜΉ движения имеет вид 
p (w—F) = PoE т = diys, 0.8) 


сохраняющийся в любой НЙ системе координат, если 
определитель g, производная Vp; и вектор $” взяты в этой CHCTE- 
ме. Выражение, стоящее в правой части уравнения (10.8), не за- 
висит от системы координат и представляет вектор, называемый 
дивергенцией тензора напряжений 5. | 

Специфика лагранжевой криволинейной системы координат 
(x?) состоит в том, что при {= она является декартовой, т. e. 
при 1{=4, gij= ôi в=|8::|=1Т и закон сохранения массы имеет 
BHIP V g =0, ($ 6, 7). В этой системе координат уравнение ABH- 
жения в векторной форме принимает вид 


Po (w — F) = = (V gs”), | (10.9). 
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а в`репере е;, в котором 


№ = Хх = o E F = Χίε,, 
д? д ΄ | 
Sn — gma g, = Sm 9% бт Af e, (10.10) 
дхп 


уравнения движения имеют вид 


ee --.8 д 
P(X) =, (А, 5"), 


ОХи 
(и — X’) = -2 (45714), 


retu aen аа =, (10.11) 


ðxİ 


причем U(x, t) — вектор перемещения. Эти уравнения связывают 
между собой закон движения Χ-ΞΧ(Χ, t) и тензор напряжений, 
выраженный его компонентами 5=5Я, так как силы Xi(x, t) 
считаются заданными, а определитель g выражается через x: 


-А=Ив=У[а=|Ай, δι)-- АГАТ. (10.12) 


-B эйлеровом пространстве в декартовых координатах (x$) 
метрический тензор равен δὲ), символы Кристофеля равны нулю, 
тензор напряжения $ определяется вектором истинных напряже- 
ний σί--σ!!ε;; заменяя в (10.8) 2—1, Si—>ot, хт—хт и. ускорение м 
на dv(x, [4 получим (присоединяя тождество Громеко — 
Лемба) i 


ὧν ὂν ‚ ду де 
лы ЕЕ вн  — — = 10. 
P ( F ) (5 τ δχί. F) дхй ’ {16.15} 


A =A y grad v? — v rot v. | (10.14) 


Если уравнения (10.8) и (10.13) написаны для одной и той же 
материальной точки в различных системах координат, то вектор 


div § имеет одинаковые значения, T. €. имеем 


div S= == --νι5'. Ϊ (10.15) 


B ортогональных декартовых проекциях Ἱρήλήεημς, (10.13) 
дает три уравнения движения 


в ( ο r ) = Z p pX. (10.16) 


ðt ðxİ дх! 
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В произвольных криволинейных‘ координатах qt, связанных с 
х заданными соотношениями (8.53) и, значит, неподвижных B 
эйлеровом пространстве, уравнение движения получается из (10. 8) 
заменой эг>4» iqi, &—>9=|9|, Γῆ -γῶ, $->0 в pe- 
зультате чего 


РИа(и—Р) = -Z (/40”)= Иду. 0". . (10.17) 


Компоненты ускорения в репере 4; даны формулой (9.4), компо- 
ненты Е обозначим Ё*=Р9, компоненты вектора напряжения Q™ 
определяются выражением Q= Qaqa; производная 


у” = Vm qr» 
Vm” = or + Qiyin + Qiym. 
Умножая (10.17) на qt, получим уравнения 
ри == р (2 + Или) = ViR! + pF, 


где Vi(q, t) — контравариантные компоненты вектора аи 
v(x, t) =V (q, =. = 

На основании уравнения движения можно получать общие 
’ теоремы о движении конечной физической массы Mg объема Vg 
сплошной среды и массы в фиксированном объеме У эйлерова 
пространства. | 

Умножая обе части уравнения (10.13), записанного для точ- 
ки Χ, на dV =dxtdx?dx? и интегрируя по’ объему V= Vg, получим 


ὧν ~ 

| в снах, (10.18) 

Vg g νε νε Σς 
где п=у — нормаль к поверхности Èg рассматриваемого объема, 
ni —ее косинусы с декартовыми осями xt, причем о1и:=Р® — 
вектор напряжения на поверхности. Учитывая возможность пере- 
хода к лагранжевой системе, на основании закона сохранения массы 
PdV = © Я ИХ = ат, Е 


A рау = 1 pki PdV --- | vp, dV, = --} руду. 
Tn ; и νε 


Следовательно, из (10.18) получаем теорему об изменении KOAU- 
чества движения массы та: | 


2f aa P™dz, Q= o -. 00.19) 
νε Σε £ 
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Применительно к неподвижному ‚объему У с поверхностью Σ в 
эйлеровом пространстве, заменяя в (10.18) У,—>У, У„—>» и учиты- 
вая тождество 


ὧν ὃ (Ον) 9 ; 
— ------- L —— (pviv), 
dt ðt ja дх' (pow) 


получим другой вид теоремы: 


[ροηινάΣ + È 2e» ay = { ρΕΩΥ + | ΡΘΗ͂. (10.90) 
Σ ο. ο ν Σ ͵ 


Β случае установившегося движения среды пропадает второй член 
левой части уравнения, и при отсутствии массовых сил (Е=0) 
в виде 


} (оу — Ῥίν) ах -- 0. Ὃν ΗΘ ΘΗ 


эта теорема имеет многочисленные приложения для оценок сил H 
скоростей. 

Теорема о моменте количества движения получается вектор- 
ным умножением (10.13) на xdV и интегрированием по Vg или И 
и аналогичными преобразованиями. Например, для неподвижной 
области У при установившемся движении при Е=0 получаем 


f (решу — РМ) ххах = 0. (10.22) 
Σ | | 


Следствием уравнения движения является теорема о кинети- 
ческой энергии, называемая иногда законом сохранения механи- 
ческой энергии. Умножим, например, дифференциальное уравне- 
ние движения частицы (10.13) на элементарное перемещение 
би=уУбЁ и проинтегрируем результат по объему Vg среды, огра- 
ниченному поверхностью Xg и состоящему из одних и тех же yac- 
тиц в различные моменты времени fÉ: 


f [p E — w vêt + 2E vêt | av --0. (10.23) 
| xt 

Vi | | 

Величина ρΕνδί---ρΕδε представляет работу массовых внешних сил 


в единице объема. ео остальные слагаемые соотноше- 
ния (10. πο 


омби = pọ - νδέί = > oô (v3, 


n (σν) — oii LA 


ðxt - Οχἱ 
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Последнее выражение можно упростить, учитывая симметрию 


тензора напряжений и тождества о;;К®;;=001/дх?. Так как компо- _ 


ненты 9;; тензора скорости деформаций симметричны, а компо- 
ненты тензора вихря @ij антисимметричны, ΤΟ 0::0:;==0. 
Скаляр, одинаковый во всех системах координат, 


= ОЧ", = ОЯУ, = ой, = siu (10.24) 


представляет мощность (работу в единицу времени) напряжений 
в единице объема среды. Следовательно, на основании теоремы 
НЫ — Грина имеем 
17 2 νδίάγ.-- (-«'ν)δίάν-- f кашу = fon νδί4Σ — Ta διά, 
xX 3 
£ g 2g f: 


причем otni= P (Y) —вектор внешнего напряжения на поверхнос- 
ти È, и потому ofnivôt=P®™) би есть работа внешней силы; прило- 
женной на единице площади поверхности, на перемещении 
би (π--ν). 
Из (10.23) теперь получаем 
|. | рб (у?) ау + а-я η." ) ΡώνδίδΣ. (10.95) 


_ 8 “Ἢ νε Σς 


Учитывая, что для фиксированной в объеме У, массы pd V=pod Vo 
область интегрирования по PodVo при движении среды остается 
неизменной, знак вариации (дифференциала по времени). в пер- 
вом интеграле можно вынести: 


Да |-> 8) рый, LAER PdV, aqe 
Vg и у и 


Обозначим кинетическую энергию среды в области Vg (τ. e. массы 
Мо) через 


К ΐ -> Руа, | (10.26) 
Vg 
pason тензора напряжений за ο - δί с учетом TOTO, что υ;;δί = 
= ôt = ба; j, через 


57 = | RôtdV = f QV, ðtdV = È Sôe; dV (10.27) 
g g г | 
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и работу внешних сил за время Ôt через . 


PAs f pFvôtdV + Πο; р (10.28) 
Vg Zg 


_Из соотношения (10.25) имеем теорему: сумма приращения ΚΗΗΘ-᾽ 


тической энергии и работы напряжений фиксированной массы 
среды за время 6 равна работе внешних сил на соответствующих 


перемещениях 
ôK + ôW = δ'4. | (10.29) 
Штрихи у выражений δ΄, δα (10.27), (10.28) означают, что 


они не являются дифференциалами каких-то функций, хотя область 


интегрирования Vg в лагранжевых координатах не изменяется, Ha- 
пример, | 


О = } 7 5°/ бе PdV o (10.30) 
У | 


Только в том случае, еоли существует` потенциал напряжений Ф, 


зависящий только от деформаций 80), так что 


ο Ὅν, а (10.31) 
а ΕΝ "бац" 


величина δ΄ будет дифференциалом ΠΟ времени OT и (2), назы-. 


ваемой потенциальной энергией тела: 


δΊΥ = ôW, У = | Фрау, = J рФау. (10.32) 
у νε 
8 


Если при этом и‘внешние силы (Е, ΡΟ} имеют потенциал, так 
что 6'А =6Д, из (10.29) получается интеграл энергии: 


K+W—Ã= const. (10.33) 


Как увидим позднее, потенциал ® (e:;) и интеграл энергии (10.33) 
могут существовать при некоторых процессах движения идеально 
упругих твердых тел и идеальных сжимаемых жидкостей и газов. 


$ 11. Основной постулат и термодинамика 
механики сплошной среды 


Состояние вещества среды (окрестности точки X=const в ΜΟ-. 
мент #) уже рассматривалось ($ 2—4, 9). Оно определяется nepe- 
носным движением окрестности (векторы перемещения и, скорос- 
ти у, ускорения W, вихря @) и внутренними характеристиками 
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(плотность р, температура T, тензоры 8, S, V, Z), изменяющими- 
ся во времени. Все эти параметры считаются однозначными функ- 
циями X, É (или х, t), в силу закона движения, т. 6. среда — Jo- 
кально-макроскопически однородной. В МСС могут рассматри- 
ваться и П-значные параметры для макроскопически п-фазных 
сред, но мы рассматриваем однозначные. Е: 

При изучении уравнений состояния и термодинамики вещества. 
переносным движением окрестности х можно пренебречь, если рас- 
сматривать постоянную достаточно малую массу Ат и объем AV 


Ат, = р,ДУ = | ράν; 
ΔΥ͂ 


при этом с любой заданной точностью, на основании (10.19), 
(10.22) внешние силы, действующие по. границе ΔῚΣ, взаимно урав- 
новешены, т. е.. 


P > = 0, р ах 0; 
f ν ἜΚ ах 


так как объемные интегралы имеют более высокий порядок ма- 
лости. В этом смысле процессы, происходящие в частице среды, 
называются равновесными, В принципе такой выбор АУ возможен 
и в эксперименте. Работа внешних сил согласно (10.28), сведется 


только к работе поверхностных сил за счет деформаций объема 
ЛУ. Но 


5'Аь— [Ῥωνδί4Σ = [56 у = δύδειλν, (П.Г) 
ΔΣ АУ | 


и потому отнесенная к единице объема мощность внешних сил 
численно равна мощности внутренних напряжений 


в A В (111) 
δ΄ Α — бе; ; — σί!ο;ιδέ. 


Вследствие непрерывности компонент Vij, O по X очевидно, что 
величина — 6’'А =— δίδει; представляет работу рассматриваемой 
системы (массы Дт„), сообщаемую через границу ΔΣ окружаю- 
щей среды за время 61. 

‚ Перенос тепла в МСС характеризуется полем вектора потока 
тепла q(x, t) или q(¥, t), причем по определению вектора 4 npu- 
ток тепла через замкнутую поверхность ΔΣ к заключенной внутри 
ДУ массе за время δί равен 


50, == | ηπάΣδί = — ᾖ κασὸι. (1.9 
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Преобразуя этот интеграл в объемный, получим 
— [ 91426: =— ôt f div вау = [5'04У = 'QrAV. (11.9) | 
ΔΣ Δν AV 


Следовательно, величину 
_5'0 = — div ηδί = 5'От | (11.3) 


можно назвать плотностью притока тепла за время 6, а величину 


5’От — притоком тепла к массе Ат, от окружающей среды; 44C- 
ленно она равна притоку тепла через границу АХ, a c обратным 
знаком, т. е. — ô'Qr = div У ôtAV, равна количеству тепла, выде- 
ляемому массой Ат, в окружающую среду. B лагранжевых и эй- 
леровых координатах с учетом (10.6) ‘имеем 


~ (At) _ 90: (x, ἢ 


дж ði ᾽ q’ т η9’, Q; = qe;. 


(11.4) 


div q = у:9' (x, aee 


Размерность вектора 4 выбирается так, чтобы величина 5’О: 


имела размерность работы, 5’От/6{ — мощности на единицу объе- 
ма. . ыы 

Приток тепла 6’О: в МСС рассматривается как тепловая 
энергия, сообщаемая в единицу объема среды за время δί окру- 
жающей этот объем средой. Предполагается, что Qr можно опре- 
делить в опытах с помощью калориметрических измерений, OCHO- 
ванных на измерении температуры T(x, t) или Т(х,{). Подобно 
тому как работе δ΄ Αα соответствует изменение макроскопических 
характеристик механического состояния 6;;, предполагается, что 
количеству ‘тепла 6’@т при отсутствии работы соответствует изме- 
нение макроскопической характеристики состояния ÔT, так что 


_6’Ог = рее6Т при 8'А =0. | (11.5) 


Множитель се называется коэффициентом теплоемкости вещества 
при постоянных деформациях. Физический смысл величины Т как 
статистической характеристики внутреннего состояния частицы 
Ат; (системы Syn) выяснен в ὃ 2, 3: она пропорциональна средней 
кинетической энергии относительного движения частиц системы. 

В основу термодинамики и теории уравнений состояния в МСС 
положен принцип, называемый основным постулатом макроско- 
пической определимости: для данного вещества термомеханиче- 
ское состояние, т. е. любая термомеханическая макроскопическая 
величина в точке х=соп$, в момент { однозначно определяется 


процессом (8 9) 6 (т), T(t), <т=<Ёи начальными значениями 
8 (to), T (fo) в этой точке. В нем содержится утверждение локаль- 
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ной определенности состояния, т. €. независимости от 6, T B apy- 
тих точках (х’==х), полноты системы внутренних (в смысле МСС) 
параметров 6, Т. Интуитивно справедливость постулата можно. 
пояснить заменой поверхности AÈ частицы Ат, совершенно He- 
проницаемыми для внутренних частиц плоскими безынерционными: 
стенками (на основании аффинности преобразования) и представ- 
лением 6 (т), Т(т) в виде заданного закона движения стенок и 
изменения во времени постоянной по объему температуры. Ка- 
жется почти достоверным, что «отдача» системы через стенки во. 
внешнюю среду определяется только природой среды, т. е. среднее 
давление на каждую стенку и выделение тепла {ΠΡ} отсутствии 
проникающих воздействий электромагнитной природы) однознач- 
но ею определяются. 

Из основного постулата и по определению вектора напряже- 
ния на границе poran --σίη;, работы H притока тепла как HH- 
тегралов 


ДЕ | ΡύψδίάΣ, 5’От=— [α.δίάΣ, 
ΔΣ ` | ανασα ΑΣ 


которые в принципе в опытах можно измерить для любых προ- 


цессов, тензор напряжений $, мощность 6’4/6{ и скорость притока. 
тепла δ΄ Ωτ/δί — будут определенными функционалами процегса, 
однозначно определяемыми природой вещества 


$ = F [8 (т), ТФ, 5 = HE [6 (т), Toj; 


-i ae Fa G (т), y k (τ)]ἑ, =p -2 Da [6 (τ), Τ (№; (1 1.6), 


-ᾱ- = Frilla), TO=? -y Фг [6 (τ), TK. 
Выделение множителя р = P/V g не вносит ограничений, так как. 


определитель g выражается через тензор 6. Представление. 
функционалов или операторов, зависящих от параметра (см. $ 9), 
в виде производных по параметру { от других функционалов, при- 
нятое в (11.6), не накладывает на них других ограничений, кроме: 
условий интегрируемости F a, Ят по времени t. Предполагается. 
существование интегралов | 


ФА (== ФА [8 ο) τομ, --(φ.ἴδῳ. пор РОЯ 


to 


Ф=ФН...Ё -jao TƏL та 
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которые с обратными знаками (—Фд, —Ф„) можно назвать Me- 
ханической энергией и тепловыделением в точке. х=соп${, nepe- 
даваемыми за время {—% частицей постоянной массы с единич- 
ными начальным объемом и начальной плотностью ρο-Ξ-ρ(ίο) = 
=pAV в окружающую среду через ее границу. Первая строка 
равенств (11.6), устанавливающая связь между тензорами напря- 
жений, деформаций и температурой называется уравнениями со- 
_ стояния. 

Внося в (11.6) ‚выражение δ΄Α/δί (11.1) через Мощность BHYT- 
ренних напряжений, получим соотношение 


особа гв в ТЁ Ϊ 
5 S ит TH ΟΦ, [8, Fli (1 .8) 


которое при подстановке в него функционалов 49 (11.6) должно 
быть тождеством для любого #: 


а deij | | 
L p= ди 11.8’ 
dt о 1 ( ) 
Введенные скаляры и тензоры записывались выше как функции 
времени { для точки X=cConst, чтобы подчеркнуть, что рассматри- 
ваемые функционалы F и, Ф — операторы по параметру т в HH- 


тегзале %<т={ над тензором деформаций би температурой Т 
в той же точке х=соп${. Эти ‘функционалы зависят от X лишь 
потому, что в конечной области G пространства определены поле 


8 и поле T, т. e. функции X, { (для начально однородных сред) 
&=6(х, 1), Τ--Τίκ,τ), STS, xXEG. (11.9) 


В области С определено также поле вектора потока тепла 
q(x, t) =Q (x, t). На основании соотношения (11.3) из (11.6) nony- 
чаем уравнение распространения тепла 


о 2 Or [$ (x, τ), T (x, 5), = — а, (1.10) 
ИЛИ | 
OFT = — div q. 
Сумма 
Φα το η (Χ, τ) τα, τ)]έ, μιν 


называется функционалом внутренней энергии или внутренней 
энергией. Из (11.6) получаем закон сохранения энергии 


pdu = 5'А-|- ô'Qr, (11.12) 


из которого после подстановки выражений 6’А, δῶν получаем 
функциональное уравнение в лагранжевых координатах 
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ди 


1 Ogi; 

a Si! in A — ах 5 ILIS i 
ðt ot q ( } 
Возможность построения функционала и[6, Т] на основе макро- 
опытов рассматривалась в $ 4..Если известны уравнения состоя- 
ния и функционал внутренней энергии, ΤΟ из сравнения (11.10) и. 
(11.13) находим 


PEE и (11.14 
м καστ ΓΝ с 
т. 6. тепловую функцию Фут, а непосредственно из (11.6) — mexa- 
ническую энергию ФА, т. €. все термомеханические функциональь 
известны. В частности, из (11.5) и (11.6) находим коэффициент 
теплопроводности | 

_4Фг/4ё _ d®; 


АР ο >0 при --------0. {11.13} 


Cg = 


‚ Поле вектора потока тепла q(x,t) в МСС определяется. полем 
температуры T(x, 1), а именно пространственным градиентом тем- 
пературы 


grad T = R = (Yn T)ar =- a”, 116} 


причем q направлен Β обратную сторону по отношению к grad Τ' 
(т. €. в сторону убывания Т): 


ч=—А ват = A (Z) = ое. (11417) 


ЛА — положительно определенная матрица теплопроводности, опре- 
деляемая природой вещества, зависящая, вообще говоря, от Г, 
отааТ и 6: 


А = Â (T, ὅ, grad T); ος (11.18) 


она предполагается известной на основании специальных измере- 
ний теплопроводности вещества с использованием закона Фурье 
(11.17). 

На основании (11. 10) и А уравнение теплопровооноети 
в виде 


pFr=p -Lor [6 (κ, τ), Τ ο τ, = div (Δ grad T) PoR | 


или через функционалы и(6, Т) ив аа координатах В 
виде (11.13). 
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= В $4 дано другое представление третьей строки формул 
(11.6), сводящееся к замене функционала r суммой двух дру- 
гих, и уравнения теплопроводности в виде 


=- — = Fr = T — —— u*, (11.20) 
pT --- -- div (À grad T) + ω". 


Определение s(6, T) и w*(6, T) через Dr, следовательно, неодно- 
_ значно и требует дополнительного условия, которое конкретизи- 
prercs для различных сред или процессов заданием функционала 


w" = w* [6 (τ), T (πγ]}, > 0, (11.21) 


называемого рассеянием. Из (11.20), (11.6), (11.14) следует, что 
&* имеет размерность мощности на единицу объема. Из (11.6) 
и (11.20) следует соотношение 


оТа$ = δ΄Οτ + ω"δί, μον 1. 


называемое в МСС уравнением баланса энтропии, а функционал 
5(6, T) — энтропией. Из (11.12) и (11.22) следует 


о (dp + 5аТ) = δ’ А — ω"αί, 
δ΄ Α = 58, р =u — Ts. 


Сопоставление равенств (11.12), (11.22), (11.23) с (3.21), (3.24), 
полученных в статистической механике для равновесных обрати- 
мых процессов ($ 3), во-первых, дает некоторое основание для 
принятой выше терминологии (внутренняя энергия, энтропия, 
p — функционал свободной энергии); во-вторых, позволяет опре- 
делить в МСС обратимые процессы как такие, в которых рассея- ` 
- ние равно нулю (&*==0), и функционалы энергии и энтропии AB- 
ляются ия термодинамических параметров состояния 
un (п=0, 1, 2, ...), среди которых w= T: 


ре ψ --ψίμ), 5--5(μ); w =0, =T; (11.24) 


параметры и» (п=1, 2,...) должны быть такими, чтобы для всех 
обратимых процессов существовало тождество | 


δ΄ 4 = 54; = P, (и) ἀμ. — (11.25) 


(11.23) 


Тогда для обратимых процессов из (11.23) находим уравнения со- 
стояния и выражение энтропии 


απ, бе 


р E 1 298 ôT = 
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функционал тепловой функции Ha основании (11.20) имеет выра- 
жение 


t 
Or = ( [Τά---ω'---) = - fre (11.27) 
te i 


Таким образом, для обратимых процессов необходимо знать толь- 
ко параметры состояния и» (п=1, 2, ...), обладающие свойством 
(11.25), и одну функцию Ψίμο, μι, μα, ...) чтобы знать все термоди- 
намические свойства среды. 
Даже для обратимых процессов нельзя указать прямых опы- 
тов, которые позволили бы установить число и выражение пара- 
метров состояния через характеристики процесса © (#), Г(т), если 
не изучены функционалы (11.6), T. e. их необходимо задать из 
других соображений и в опытах проверить следствия (11.23) при 
w*=0 и (11.25), (11.26). В частности, в равновесных опытах с 
постоянными по объему и меняющимися во времени параметрами 


состояния . T(t), ип (В, 5'От выражение (11.2) на основании 
(11.22) преобразуется к виду 


8": = | pT Æ ἀγδί = TdS, S; = [ρων = psV, 
ν у, 
т. е. имеет ое множитель Г: 
t 


Na 6’ S e -- S A μὴ). (11.28) 


SE 


Этот интеграл зависит не от того, по какому закону во времени 


подается тепло ÔQr и изменяются параметры μη, а только от KO- 
нечных и начальных значений параметров. Равенство (11.28) 
и служит для нахождения энтропии S(T, и). Аналогичное равен- 
ство, вытекающее для рассматриваемого объема из (11.12), 
служит для определения внутренней энергии и(Т, u). Но для Ha- 
хождения числа и физического смысла параметров. ци в макроопы- 
тах могут быть полезны лишь функционалы (11.6), так как пара- 
метры в силу основного постулата должны быть функционалами 
процесса: 


| τή 02... (11.29) 


такими, что функционалы (11.6) — просто функции этих парамет- 
_ ров. А 

Для необратимых процессов `целесообразное обобщение TEO- 
рии обратимых процессов — это предположение существования 
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‚ дифференциала Фреше для функционала ф по T и представления 
энтропии в виде ο ἐροοῤαόως, производной от ψ πο T ($ 9): 


s=- ( т] бр ==[6, T + ôT] — pIE, TÉ, = 


t ; 
E oi ᾽ 
-[(πε ) ÔT) dr, (11.30) 
Er 


где δΤ(τ) ΞΞΤι(τ) --Τ (τ) — произвольная ' малая функция. Это 
эквивалентно замене функционалов F A, Утдвумя другими (1, ὦ"), 
определяемыми уравнениями, вытекающими из (11.23) и (11.6): 


аФт ΚΣ ~ Е а Dyp l “γρ. rt 
y ~ Frl, Ths cta) Te |8, Tli» 


Tepr += (y TE). (11.31) 
HJIH . s 


Dp 
u=0r + 0a =y — Тт—- Dr 


Решение этой системы (ф, Ὁ") и функционалы Я (11.6) 
должны обладать свойством неотрицательности рассеяния W*: 


Ее пб, ΟΦ АТ ἀφ΄. 11.32 
Es р Ad а ΡΤ d A a 


Таким образом, задание только одного термодинамического 
функционала свободной энергии ф[6, Т] или функционала внут- 


ренней энергии и[6, T]=0: +014, через который Ψ определяется 
уравнением | 


ψ-- ти, (11.33) 


H функционала F, определяющего связь между тензором напря- 
жений и деформаций: 


$=918,Т, 51 = 98, Тр (11.34) 


вполне определяет рассеяние w* (11.32) и уравнение теплопровод-_ 
ности, получающееся из (11.23), (11. 31), (11.3) в виде 
а / Dý | ἜΣΚΕΝ 
µε вия f% 
pT τ divq + w (1367 
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или в виде 


du . .; deij n 

e εν ij L 11.3 
EET ЧЕ — > (11.35") 

Если функционалы F’! выражаются через plê ; Τ]ἑ, формулами. 
pa F Dery > (11.36”) 


где функциональные производные по gij определяются ааа a 
HO ΡΨΙΟΊ (11.30), то, называя полной функциональной произ- 
водной от ψ πο { | 


ΡΨ... ΕΦ dii 2% Dy ат (11.36) 
р: 7 бы №. Ш’ 5 


получим простое выражение для-рассеяния 
1 Dp d E 
мА (11.32) 
о Dt dt | 
Изложенное относится к термомеханическим процессам, опре- 
‚Деляемым деформациями и температурой. Если существуют Apy- 
гие физические поля, определяемые параметрами В, (7=1, 2, ...), 
_ в теорию вносятся поправки. Предполагается, что возникают до- 
полнительные силы, действующие на весь объем мысленно выде- 
ленной частицы массы pAV, совершающие за время ôt работу 


δ’ ABAV = Wgôt AV, 


и что возникает дополнительный K 6’От приток тепла рав ôtAV 
за счет проникающего облучения или источника диссипативного 
характера. Например, в случае электромагнитного поля с элект- 
рическим вектором E и магнитным H ($ 22) 


δ΄ Ав = Wgdt = 1/4л (EdD + Η4Β), (1137) 


где D, В — векторы электрической и магнитной индукции, т. €. 
набор параметров В, состоит из компонент ‘двух векторов: B= 
=— (D, В); объемная плотность источника тепла одв представляет 
джоулево тепло. | 

Первый и второй законы термодинамики получаются в обоб- 
щенном виде . 


ροκ. зи eii Zu + Wg — div q + ρϕρ, 
aaa οι 


причем входящие в них функции или функционалы (и, $, W*, 
qg, ...) определяются процессом изменения функций времени 
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© (<), TOY. βίτ). Интегральная форма этих ‘законов для фиксиро- 
ванной движущейся массы с объемом Vg и поверхностью Xg полу- 
_чается из (11.38), интегрированием по объему равенств (11.38) и 
определению внутренней энергии Ug и энтропии Sg рассматривае- 
мой массы: 


U(t) = f pudV, S= Í psdv. (11.39) 
Vg Vg | 
Из первого равенства (11.38) и (10.29) получаем - 


аи, -- | (Sřide;; — div дай + вай -+ pqgdt) ау = 


Vg 
=6'ÃÂ— dK, — | 91454! + δ' ἆρ. 
| | | Σε 
или согласно (11.2) 
d(K +U) -- δ'4 + 5'бг-- 5, = (11.40) 
5’Ав = f (Ив + pqp) dVat. 


ν 
g 
Здесь Kg — кинетическая энергия (10.26), д’А — работа массо- 


вых и поверхностных сил (10. 28), Q, — приток тепла (11.2), 
б’Ав — приток энергии, связанный. с параметрами В. 

Интегрируя второе уравнение (11.38) с множителем Ти 
учитывая преобразование . 


| div adv = Jr пах -+ faraoni (11.41). 
Уз Σε "k, | 


получим интегральную форму закона баланса энтропии. 


Я ВСУ 1 + Е | 
4$,= (F δ΄Ώτ4Σ + |y (e — -r qgrad T + pqs) dvdt. (11.42) 
V 


Согласно закону Фурье 
— qgrad T = Л (grad T)? > 0. 
Сумму 
ΚΥΑ 1 
w y agadT 


называют иногда объемной плотностью некомпенсированного тепла 
‘в термомеханических. процессах. 
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$ 12. Замкнутые системы уравнений 
и некоторые их свойства 


Адекватность методов Лагранжа и Эйлера в МСС позволяет 
пользоваться любым из них. 

Сначала будем следовать методу Лагранжа H систему коорди- 
нат Xi в начальный момент времени считать декартовой ортого- 
нальной. Тензор напряжений по-прежнему обозначим $, тензор 
деформаций 6, тогда их компоненты будут 513 и #44, 2Eij = Bij—ôij. 

Общие уравнения МСС ($ 6, 8, 10, 11) в сокращенной записи 
суть: 

1. Уравнения, выражающие тензор деформаций 6 и плотность 
о через вектор перемещения U(X, t) или х==ф==х-ЁКи: 


δι) = Αἱ А}; 281 = gi; — би; РА =p; 
6 k 
== А Α-|Α}; A (12.1) 


Эти уравнения алгебраически выражают г; и р чер 53 первые про- 
изводные дх1/дх)== A j=ọj 

‚ 2. Уравнения движения, которые эквивалентны одному вектор- 
ному уравнению: 


i κ. д2х р 
νϑ'-ρ(Ε-ἰχ)-0,--. =х, 
причем Е=Е(х, t) — заданная массовая сила. 
Уравнения записываются также в виде (10.11) 


PĜ! — X) = (AA 5"). (39) 


Структура этих трех скалярных уравнений, очевидно, такова: они 
линейно связывают между собой напряжения 5 и их первые 
производные $1 со вторыми производными по времени компонент 
вектора Χ. 

3. В тех случаях, когда за независимые искомые функции при- 
нимаются деформации gij или напряжения 5), должны быть удов- 
ἈΝ еще условия совместности (6.76) 


Rimpa = T 0, 


где индексы пра имеют шесть независимых комбинаций (1221 
и т. д.). Тензор кривизны Юра алгебраически выражается через 
Eijs Eijk И Eijkm, Причем через вторые производные от &;; — линей- 
но. Эти шесть уравнений кратко запишем в виде 


R --- R (ει;, Eijk» вт) == 0. (12.3) 
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Существенно, что если, как и сделаем, за независимую искомую 
функцию принять вектор Хх или перемещение и, то на основании 
(12.1) уравнения (12.3) ogame в тождества и потому могут 
не рассматриваться. 

Следовательно, для вектора и и тензора напряжений 5 полу- 
чается только одно уравнение (12.2), т. е. для девяти функций 


xt, POR, Ss, $528. Ὅν», ΤῊ АЯ $23 — 582. $531 — 513 
мы из (12.2) имеем только систему трех дифференциальных урав- 
нений. Такая система называется незамкнутой, т. е. не позволяет 


найти х и $, каковы бы ни были граничные и начальные условия 
для х и $. Это естественно, поскольку специфические физические 
свойства среды еще не учтены. 

4. Уравнения состояния ($ 11) дают выражение тензора напря- 
жения $ в точке X в момент # через значения тензора деформации 
6 (x, т) температуры T(x, т) и параметров p(x, τ) при < т= 
с помощью функционала HJIH оператора. F , определяемого. только 
природой среды: 


S(x, ἢ = Я [6, T, BK. _ (12.4) 


Для многих сред верно и обратное: если задан процесс нагру- 


жения $ = $ (х, Г), то деформации тем самым определяются одно- 
значно 


δίκ, ἢ = 9—5, T, В]. -''Κ19,4 


Соотношения (12.4”) и (12.4) суть различные формы выражения 
одного и того же закона связи между Виа и деформа- 
циями сплошной среды. 

В более подробной записи в лагранжевых координатах на ос- 
новании (11.6), (11.9) имеем соотношения 


Ξ 211 .. { 
ὃ Е оффе * (12.5) 


... 833 
Sii = Fi! [6 (х, τ) Τ(κ, τ), В(х, DÉ, 


которые представляют для симметричных 5 шесть скалярных 
уравнений. 

Как только установлен закон (12.5) и заданы T(x, τ), B(x, τ), 
уравнения (12.2) становятся замкнутыми. Действительно, внося 
значения δύ в (12.2), получим одно векторное уравнение для 
вектора X(x, t) или три скалярных уравнения для его трех KOM- 
понент xi. В общем случае это функциональные уравнения, и их 
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структура полностью определяется структурой физического закона. 


(12.5). Для классических сред (идеальные жидкости и газы, упру- > 


гие тела) — это дифференциальные уравнения, для релаксирующих 
сред — интегродифференциальные и т. д.. | 

Одно важное общее свойство соотношений (12.5) очевидно: 
они должны изменяться при ортогошальных преобразованиях Ha- 
чальных декартовых координат х: так, чтобы правильно представ- 
лять физические свойства. В общем случае это означает, что 


в (12.5) кроме указанных переменных 5 (t), & (t), u(t) должны 
входить тензоры-константы среды, например тензоры 4-го порядка 
С: тл H T. A, являющиеся физическими постоянными вещества 
или функциями параметров T, В. 

Во. многих частных случаях физические константы (функ- 
ции T, В) при t= tfo — скаляры, а единственный начальный тензор- 
константа — δι; и порождаемые им тензоры 4-го и других порядков 


бу ПАНА. (12.6) 


В таких случаях говорят, что среда начально изотропна, хотя она 
и может приобретать анизотропию в процессе деформации. В про- 
тивном случае ее называют анизотропной. Для изотропных сред. 
соотношения (12.5) могут быть существенно упрощены (см. $ 19). 

Мы считали, что параметры Г, В есть заданные функции вре- 
мени и координат. В действительности нередко они сами являют- 


ся искомыми и даже зависят от 6. При этом необходимо еще ис- 
пользовать законы. термодинамики и другие законы физики для 
немеханических параметров. 

5. Пример теории, в которой E E для He- 
известных функций В(х, t), рассматривается в $ 22. Здесь H B 
других разделах параметры R(x, t) предполагаются известными 
функциями X, t. Уравнение, замыкающее систему (12.2), (12. 5), — 
это уравнение ῬΈΕΙ в виде (11.19) с поправкой на 
приток тепла. pqg: 


рЭт==р-®_ Ф [δίκ, τ), T(x, τ), βίκ, 9. = 


“üv (А атааТ (х, H) +9» (137) 


означающее равенство выделяемого частицей через ‘ее границу ко- 
личества тепла внешнему оттоку тепла через эту границу. Скаляр- 
НЫЙ функционал Ф„.[6, Т, В], как и тензорный F, для рассмат- 
риваемой среды предполагается известным на основании макро- 
скопических опытов ($ 11). Уравнение (12.7) на основании (11.4), 
(11.17) с учетом закона сохранения массы (о0А==ро) преобразует- 
` CA к виду 
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Е м. 
рог Фе, T, В = т (АА и) в. (13.8) 


2 


Для изотропной среды, имеющей одинаковый для всех направлен- 
ный коэффициент теплопроводности À, из (11.16), (11.17) имеем 


ДИ = Ай. (12.9) 


Здесь À может быть известной функцией температуры T(x, t) и 
плотности р (X, t) ΞΞρο/Α. 

о Другая форма записи уравнений, замыкающих систему (12.2), 
(12.5), следует из (11.38) и предполагает известным функционал 
ΠΟ энергии 


p- ul, τ), T(x τ), βία, τῇ, = 51 SL 4 We- 


1 д πὰ ΘΙ 
+ (aa ar ) T 94. (12.10) 

В некотором классе необратимых термомеханических процессов 
(B=0), включая и обратимые, система уравнений движения (12.2) 
замыкается, если известен только один функционал свободной 
энергии 1ф, через который выражаются уравнения состояния (12.5), 
функционалы энергии, энтропии и рассеяния формулами (11.30), 
(11.32), А: 


LES ri ый ij =. D RE a A = 

Е S mg Ρε, s τη u = 4p + Ts, 

bo aa DR c Ὀψ Ср DA (101) 
И, ôt Dt DT & Duj ὃ 


Уравнение (12.10) преобразуется к виду 


ἘΣ 4 ΕΝ.1--.τῃ P Po . 1 
Ροῖ р д: {ς᾽ дхт (a и. ΠΗ 


Если в необратимых процессах имеют место соотношения ` (12.11) 
и (12.12), то говорят, что существует обобщенный потенциал ψφ. 
По определению система уравнений (12.2), (12.5), (12.8) назы- 
вается замкнутой системой уравнений МСС для внутренних точек 
области движения среды. В силу основного постулата решение 
этой системы существует при некоторых начальных условиях и 
условиях на границе области. Уравнение (12.8) может быть заме- 
‘нено на (12.10). В случае существования обобщенного потенциа- 
ла p система (12.2), (12.11), (12.12) замкнута. При этом функ- 
циональной производной ψ по функции Ζ(Χ, Г) называется ядро HH- 
тегрального представления вариации ψ по = (при τ-Ξί) 
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τν ψ 
{ ф[...2-- 82], —%[... 2 ==6, (1) = (5:82 = 


{ο 


t : 
-- (I. ..2(8] ôz (τ) dr, (12.13) 
1 


т. €. функционал pz, зависящий от 1} [...2], но не от 62; г — любая 
из функций вх, Г, В: 


р 
(T) =t Эн 

Таким образом, замкнутая система уравнений MCC в лагран- 
жевых координатах определяет (вместе с начальными и гранич- 
ными условиями) две искомые функции: вектор-функцию 
Х=ф(х, Г) и скалярную функцию T(x, [), т. 6. закон движения 
‘физических частиц и температуру. Все другие функции, представ- 
ляющие теоретический или практический интерес, являются за- 
данными операторами ΠΟ (xX, t) от ф(х, t) и T(x,t), например де- 
формации (12.1), напряжения (12.5), критерии разрушения в твер- 
дых телах, условия начала турбулентности, отрыва потоков в жид- 
костях и газах и т. I., и могут быть найдены. 

В эйлеровом пространстве обычно основными искомыми функ- 
_циями являются вектор скорости V(X, t), плотность р(х, Г) и тем- 
пература Т(х,1) в пространстве наблюдателя в неподвижных де- 
картовых координатах (xt, х?, x°), т. e. одна вектор-функция и две 


скалярных. Основными при этом являются следующие уравнения 
МСС... 


1. Уравнения, выражающие тензор скорости деформации V, а 
также дисторсии скоростей через вектор и: E 
1 до ду] 
U; = — — - --]. 12.14 
м Οχ E ðx' | l ; ) 


2. Закон сохранения массы, связывающий плотность p(X, t) 
с вектором у: 


др д (рог) Εν ОЕ 
тя τ μνᾶν, 0, или > div У = i (12.15) 
3. Уравнения движения (10.13) 
до! ‚ ди! \ SET y A : 
---------- Же nso 2 
ри} т 
ИЛИ a | 
dv дс! 
p ( P ) --. 5 5316) 
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связывающие дивергенцию тензора напряжения Fe векторами 
‘ускорения dv/dt и заданной массовой силы F= Xte;. 

Уравнения (12.14) — (12.16) получаются из (12.1), (12.2) и из 
‘условия сохранения массы QÅ = po их простыми преобразованиями 
от лагранжевой к эйлеровой системе координат, содержащими 
‘закон движения Х=Фф(х, № физической частицы (А; = δφ’/9χ|, ...). 

4. Уравнения сохранения (12.5) в некоторых случаях, вклю- 
чающих классическую теорию жидкостей и газов и теорию некото- 
рых изотропных жидких и твердых тел со сложными свойствами, 
могут быть преобразованы к виду 


г (> TERRE в) =0, < LA 

дх Wi 

где L — тензор-функция перечисленных в скобках тензоров дис- 
торсии скоростей, напряжения, скорости напряжения и скаляров 

_ о, T, В в точке х эйлерова пространства в момент t. На основании 

формул преобразования $ 8, 9 такой переход от (12.5) к (12.17) 


возможен при частном виде функционала F. 

В декартовых координатах x? (12.17) означает, что известно 
шесть функций Lii= Lii от ðvi/ðxi, напряжений 0) и их полных 
скоростей 

doti до] 
dt ðt. ðxk ° 


_а также о, T, В, причем Lti — декартовы компоненты L: 


14 w σπα - η. b) w0. (12.17) 


дх1 


Если температура Т и параметры В известны как функции Χ, 
1, то уравнения‘ (12. 15) —(12.17) представляют замкнутую систе- 
му десяти нелинейных дифференциальных уравнений в частных 
производных первого ‘порядка относительно вектора у, тензора 5 
и плотности о, т. €. десяти искомых функций (vt, ot, p). 

5. Уравнение состояния, замыкающее систему, получается из 
(11.38), если известен функционал внутренней aunpraa и; Ha OCHO- 
‘вании (11.4), (11.17) и инвариантности формы 


dt . 
Β а среде оно имеет вид 


—— — р aed ij . . д 
F # (= о Ε- ЧЕ дя о) + в Pgs. 
(12.18) 
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Если определена энтропия. S H e τω", то это уравнение 
заменяется следующим: 


о-в - Е κακή... {8139 


При уравнении состояния вида (12.17) энергия и энтропия $ 
обычно есть функции о, Т, В, а-рассеяние &* — функция еще и 
тензора скорости деформации (12.14): 


ш-ш(р, T, В, з=з(, Т, В), w =F Т, β, οι). (12.19) 


Переход от замкнутой системы. уравнений МСС в лагранжевых 
координатах к системе в: эйлеровых в общем случае . связан с 
трудностями преобразования функционала состояния Фу (12,8), 
или ф (12.12), или и (12.10), т. e. трудностями, о которых сказано 
в теории процессов ($ 9). Существенный элемент такого пере- 
хода — введение поля вектора перемещения физических частиц в 
эйлеровом пространстве (новой искомой функции от X, t) 


и? (x, t) = ще =х—ь(х, t), а (12.20) 


T. 6. радиус-вектора v (х,{), который остается постоянным ΒΟ вре- 
мени для Х=Фф(х, t) при x=const. В силу закона движения и 
определения вектора скорости V(X, É) 


v(x, t) =x = const при x à ф (X; 1), -- --γ(Χ, η: {13.13 
Отсюда получаем для Ὁ дифференциальное уравнение в частных 
производных первого порядка: 

_ 00. ‚ д - | 
— + v — =0. 12.21) 
ot t Οχ΄ | ( ὦ 


Обозначая через В производную от V πο Χ Ἡ b — обратный тен- 
зор: | | | 


Οὐ i д: 
B(x, = —, -- -, 
D дх ль χμ 
$(х, t) B(x, ое. ИВ = δέ, (12.22) 
дх 


найдем тензор деформации $ в компонентах ΕἸ; (8.77) и выраже- 
ния компонент тензора АНИ Εἰ; (8.74) как о 


функций от Bh (х, t): ος TE: 
9Ε;η(κ, ἢ -- δι, — Bt ΒΕ, ωρα Е (12.23) 
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Наконец, находим выражения компонент $ тензора $ через 
_ компоненты его 019=06;;(х, t) ($9): 


Sä = от BiBi, On, = Зо = (12.24) 


«Подставляя» эти выражения δι}, 59 в уравнения состояния 
(12.5), мы преобразуем их в эйлерово пространство. Но, как уже 
выяснено в ὃ 9, эта «подстановка» в общем случае — сложная за- 


дача: оператор Я, определенный по параметру &=<т=<: над 
функциями ра (X, т), должен быть преобразован в оператор над 
функциями Ера(х, t) и Ὀ(Χ, t) по переменным Χ, т. Примеры эф- 
фективных преобразований такого рода даны в $ 9 и связаны с 
понятиями производных и интегралов тензора Vij(X,t) различных 
кратностей. Если, например, функционал (12.5) имеет вид 


Sä = F’ (Emn Θερᾳ!ϑέ, ...), -` (12.25) 


где 4 — заданные функции деформаций €mn(X, t), их скоростей . 
Epa (X, #)[0Ё и ускорений различных порядков, то, умножая 
(12.25/”) ma b; (x, t) bj (х, t) и подставляя выражения деформаций 
(12.23) вт» (X, t) через E; (¥, t), выражения скоростей деформаций 
Οερα/οί — через 0;;(х, t) по формулам (9.33), (9.34) 


ОЕра i Lj 
= 0; b,b 


ускорений — по формулам 


922 ра ΜΕΣ EA ое РО, В) до до 
= U боба, vp = -----------|-υ; в 
де ti т. 


ит. д., получим уравнения (12.25’) в эйлеровом пространстве: 


Tan = br δ) P {θρθᾳΕ,,, бо; .:.), (19.95”) 
явно выражающие напряжения через два вектора: у, а. Система 
уравнений (12.14), (12.15), (12.16), (12.21), (12.25”) — замкнута 
и после подстановки (12.25) в (12.16) приводится к семи уравне- 
ниям (12.15), (12.16) и (12.21) для семи функций: о, υἱ, vë. 
Переход от постановки задачи в эйлеровом пространстве к по- 
становке в лагранжевом аналогичен; поскольку в первой опреде- 
‘лен вектор V (X, #), то закон движения X =Q (X, t) известен как. 
решение уравнения V(X, t)=x, т.е. Ὁ (ф(х, {), t) =x." Отсюда 
находим связь между r 


B(x, ἢ 2E a Al, f) = FAI 


` § 12. Замкнутые системы уравнений МСС и некоторые их свойства 


для физических частиц: 


io Вы pe oo (12.26) 


0X 


Из сравнения с (12.22) ясно, что | 
A(x, t) = blg, 0, gux, Ὁ -- Αἱ Α) 
Скорости деформации H n aoo по формулам 


or (3,1) = Emn. АРА 


gij (X, E) = SAn Ai 


Подставляя полученные выражения в уравнения состояния типа 
(12.17), получим их представление в лагранжевых координатах. 

В заключение приведем замкнутую систему уравнений МСС в 
эйлеровом пространстве для фиксированного в нем произвольного 
объема У с поверхностью È и произвольного фиксированного HH- 
тервала времени &<#=<Ь. Разность значений функций z(x, t), 
определенных внутри V и Ha поверхности в конечные моменты 
времени, обозначим ΔΖ: | 


wara В) ое a O R 


Такие уравнения полезны как в методах решения задач, так H в 
случаях, когда внутри или на границе области движения некото- 
рые функции и функционалы разрывны. Уравнения получаются 
интегрированием по É соответствующих интегральных (по объему) 
выражений рассмотренных выше законов сохранения массы, им- 
пульсов и энергии либо интегрированием по Ё и по У дифферен- 
циальных их выражений. Но в принципе более правильно считать 
такие разностно-интегральные уравнения МСС аксиомами, непо- 
средственно согласованными с основным постулатом, определяю- 
щим функционалы, так как, по существу, в них допускается воз- 
можность ненепрерывных (пох, Г) решений, т. е. решений замкну- 
той системы в обобщенных функциях. 
Отмечая для любой Ζ(Χ, £) соотношениз 


„dz _ _9 (2). Bpod) | 
Ее а. (12.28) 
следующее из условия сохранения массы, найдем. 
tə F G 
| dt fe 2 ay = [| A (pz)aV + ( dt | ρονηάΣ, 
A V V | ta Σ { 
(12.987 


6 дл. А. Ильюшин 161 


Глава III. Физические законы и постановка задач МСС 


откуда при z=const получаем закон сохранения массы 


t> 
| ApdV = — | dt | рупаХ. _ (2.29). 
у y | 


_Интегрируя по { соотношение (10.20), получаем закон сохранения 
импульса (уравнения движения) 


| A (pv) dV + | dt È pv (vn) 4Σ -- 


ν Σ 
= fa [8 PAE -+ Í dt f ρΕΩΝ. (12.80) 
! h- Е 
Первое уравнение (11.38) в эйлеровых на имеет. вид 
p= = otv; —divq + W+ 09. > (12.31). 


Интегрируя ero no tu V, ΤΕΝ уже известные преобразования 


| оо У = |= Фуа; — Sa — vidV = = | Porwvaz + |o fe E E 
Σ Σ ν 


а также (12.28’) при z=v и 2г=и, получим закон сохранения 
энергии в разностно-интегральной форме: 


А ыы 


f2 ; ; , t> > : 
=f 4 f (Fov — an) d2 + | dt | Fv + We + р9в) АУ. (12.31) 
Σ ν 


fı 


Второе уравнение (11.38) аналогичным образом приводится K 
следующей форме закона баланса энтропии: 


t2 ] 
[Δ (05) dV + | dt | озупах = 
у А: | 


tə Я t2 
а dte 
Va \ - аа: di | те” + pa)aV. (12.32) 


V 


1 
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Интегрально-разностные уравнения (12.28) — (12.32) называют за- — 
конами сохранения для конечных объемов пространства, и они 
вместе с законом Фурье q= —/Л ога@ Т также представляют 
замкнутую систему уравнений МСС, если известны функциона- 
лы F, и, s, &*>0 и учитывается соотношение между Su δῶν) 
на поверхности >: ОИ δ) v. ᾿ 


$ 13. Постановка задач и граничные условия 


Поставить конкретную задачу МСС — значит выбрать соответ-. 
ствующую замкнутую систему уравнений, задать внешние силы и 
выбрать соответствующие начальные и граничные условия для 
вектора перемещений и или тензора напряжений St, или смешан-. 
ные (для чи St), а также выбрать условия для температуры T, 
или потока тепла η, или смешанные (T и η). Могут быть еще и 
смешанные термомеханические условия, связывающие между 
собой и, St, T, q, или еще более общего вида (включающие пара- 
метры В). 

Массовая сила, определяемая вектором F(x, Г) и входящая E 
уравнение движения (10.8), в большинстве случаев. известна. Это 
сила тяжести |Е|==0, или всемирного тяготения, в некоторых 
случаях это известная сила инерции переносного движения, возни-_ 
кающая за счет ускоренного движения системы координат. Но 
иногда эта сила может быть определена с необходимой точностью 
только в результате решения некоторой задачи МСС, так как не 
является известной функцией (X,t), а функцией (х, X, №, как, Ha- 
пример, сила тяготения между частицами тела. 

Ha границе тела Σ, которая может быть известной или неиз- 
вестной (при любом t), механические граничные условия могут 
быть кинематическими, динамическими и смешанными. В первом 
случае полностью задан вектор перемещения и“) или скорости. 
У, во втором — вектор поверхностной силы ΡΟ), B третьем — 
векторное соотношение между PO), uY или Р®, : у®. На yac- 
TAX поверхности È: Σι, Ху, Xup — могут быть заданы: Η8΄ Σι — 
вектор и или v, на УХ, — вектор P~), на Σαρ — векторное 
соотношение между и или у и ΡΟ) и их производными ΠΟ. 
времени и координатам. На всех частях поверхности, следователь- 
_ HO, задается вектор, и условия называются полными; если задает- 
ся только компонента вектора — неполными. 

Перечислим основные механические граничные условия в зада- 
чах МСС в предположении, что граница области тела Σ задана 
уравнением Ф\(х, Й =0 в эйлеровом НЕ И единичная 
нормаль у==п к ней известна: 
ва. 


y(x, В ЕЕУ = 
) | grad Ф | 


на Ф (x, 1) =0. τ. 
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Поверхность Ф==0 представим состоящей из трех частей: Συ, Xp, 
Bop. | ος ! ᾶ 

_ Кинематические условия на Èy в зависимости от свойств среды 
могут сводиться ‘либо к заданию полного вектора скорости у (или 
вектора перемещения U), например на неподвижной поверхности 
Ф (х) =0 — условие полного сцепления (прилипания): 


на Ф(х) =0у=0 (или и=0), . | (13.2) 


либо к заданию только нэрмальной составляющей вектора скорос- 
ти или перемещения, например 


на Ф(х) =0 уу =0 (или να = 0). (13.3) 


Соотношение (13.3) называется условием непроницаемости. Усло- 
вие непроницаемости на движущейся поверхности Ф(х, t) нахо- 
дится так: в момент 1-4 частица среды с координатой Æ в MO- 
мент # будет иметь координату X+vdt; если она была на поверх- 
ности, т. e. Ф (х, t) =0, то и останется на ней, т.е. Ф (х-Нуаф t+dt) = 
=Q; следовательно, после вычитания и деления на dt получим 


ΟΦ ôD 
а 5 $ = 0, Con 
где у — вектор скорости среды. Но | 
| Ϊ = =grad®,. Ἢ | (13.5) 
и потому на основании (13.1) получаем 
νν = ить ΞΕ HoD, | (59 
где ος) — скорость движения поверхности Ф вдоль ее нормали. 


Условие (13.4)`или (13.6) означает, что нормальная проекция 
скорости у среды совпадает с 0%); это условие совпадает с (13.3), 
если Ф=Ф (x) =0. Если задано движение каждой фиксированной 
точки х поверхности Ф (X,t) =0, τ. €. задан вектор скорости УФх(х, 
Г), то условие сцепления примет вид V(X, #) =уУх(х, t) на Ф(х, 
Г) =0, при этом автоматически выполнено условие (13.6): 


на Ф =0 v = Vo (или и = Uo). (13.7) 

Динамические условия на Хр взависимости от свойств среды 

могут сводиться к заданию либо нормального напряжения (дав- 
ления р) на Ф = 0): 

на (x,t) =0 ρ--ρῷ (13.8) 
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X > (v 
(пример идеальной жидкости), либо к заданию полного вектора Po 
внешней силы (напряжения). Поскольку на любой площадке век- 


тор внутреннего напряжения PMY) = $ v;, то условие в напряже- 
ниях имеет вид: | 
на Ф = 0 РА = Siv a= ще, =Рх. (13.9) 


Смешанные условия на Σουρ состоят в задании на Ф=0 двух 
(или одной) составляющих вектора у и одной (или двух) состав- 
ляющей вектора P~), а всего трех скалярных условий, т. e. час- 
тично — задания условий (18.7), частично — (13.9). Если а, b, с — 
три ортогональных вектора на поверхности, то три условия долж- 
ны быть такими, чтобы одно относилось к направлению а, дру- 
roe — к b, третье — к с, т. e. не было бы двух, относящихся к од- 
ному и тому же вектору, иначе задача МСС, как μες оказы- 
вается неопределенной. 

Основные температурные граничные условия состоят либо в 
задании на поверхности температуры: 


на Ф =0 Т=Ть(х, В, (13.10) 
либо в задании теплового потока: | 
на Ф=0 4у=9ъ(х, 0. (13.11) 


Условие (13.10) возможно`потому, что на границе двух однотип- 
ных сред, разделенных поверхностью P =Q, температуры бывают 
одинаковыми и условие (13.10) означает непрерывность темпера- 
туры на Ф=0. Условие (13.11), если только на поверхности Ф=0. 
не образуется тепло, аналогично можно рассматривать как требо- 
вание непрерывности теплового потока через поверхность, если же 
тепло образуется (например, за счет трения двух тел на поверх- 
ности Ф=0), то правая часть (13.11) будет состоять из теплооб- 
разования дет и потока тепла от внешнего тела. Поток дет часто 
считается пропорциональным разности температуры тела T на 
Ф==0 и температуры внешнего тела To: 


4х = #(Т— То), i (13.12) 


где К называется коэффициентом теплоотдачи. Если твердое тело 
с границей Ф=0 сильно нагрето, то в пустоту (приближенно — 
в воздух) оно отдает лучистое тепло; в условии (13.11) в этом 
случае д% может быть взято согласно закону Стефана — Больц- 


мана: 
T \4 
— © 
ων [πη 


где Г — температура тела на поверхности (К), с — постоянная, 
зависящая от свойств тела. Для абсолютно черного тела со== 
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—5,8 Вт/м?, для «серых» тел C= 8Co, причем в для разных тел 
имеет значения от 0,96 для окисленных. шероховатых черных. ме- 
таллов до 0,3 для блестяще полированных. . 

Поскольку уравнения движения среды содержат ускорение, а 
уравнение теплопроводности — скорость изменения температуры, 
динамические задачи требуют кроме граничных условий постанов- 

: о 


ки еще и начальных условий. B перемещениях u= ¥— vr (x, №) = 
—=и==ф(х, В —х эти. ЕВ как и в теоретической механике, 
имеют вид | 


f= fo» u= Φι (x), v=% (x), 
HJH я 


=, u= pla), E = 4), (13.19) 


где φ, ф — заданные векторы (обычно ф›==0). Начальное условие 
для температуры | 


ем (13.14) 


‚ где х — заданные функции координат. 

Выше рассмотрены условия на поверхности У» (Ф==0) являю- 
щейся границей рассматриваемой области G движения среды. 
В динамических проблемах МСС необходимо учитывать возмож- 
ность возникновения поверхностей разрыва внутри области G. 
Такие поверхности могут возникать в средах, обладающих упру- 
eumu свойствами (наряду с другими свойствами, отражаемыми 


операторами &, и, От, ... ($ 12)) за счет прилагаемых в какой-то 
момент внезапно внешних сил (F, APM) или других воздействий 
(соответствующих параметрам В), и они движутся внутри G, 
выходя на границу X, отражаясь от нее или сообщая ее неподвиж- 
ным участкам сильные толчки, иногда вызывая разрушения 
и т. п. Движение поверхностей разрыва называют волнами разры- 
ва в среде. Типичными примерами являются сейсмические волны 
при землетрясениях, ударные волны в атмосфере от. взрывов и 
‚ сверхзвуковых движений летательных аппаратов. 

Возможность или невозможность возникновения волн в среде 
полностью определяется типом присущих ей функционалов со- 


стояния F и От ($. 11, 12), которые в уравнениях движения и 
распространения тепла дифференцируются по координатам и вре- 
мени. Но именно на поверхностях разрывов они ‘могут терпеть 
разрывы, и потому дифференциальные уравнения должны пони- 
маться в обобщенном смысле или заменяться интегральными. Это 
означает: либо решение задачи MCC, T. e. x(x, t), v(x, t), T, p... 
надо: искать BO всей области С в виде обобщенных функций, либо 
поверхности разрывов выделить из С и включить в состав поверх- 
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ности Σ, на которой записываются «граничные условия», и тогда 
искать в получившейся области классические решения. 

Второй путь в МСС пока является более распространенным, и 
потому необходимо записать особо уравнения на поверхностях 
разрывов. 

‚Поверхностью (или волной) сильного разрыва в термомехани- 
ческих задачах называется движущаяся в среде поверхность, на 
которой терпят разрыв тензор деформации 6, температура Г и, 
следовательно, тензор скорости деформации У и могут иметь 
разрыв функционалы ΘΕ} уравнений состояния (12.5), т. e. тензор 
напряжения и функционал внутренней энергии и[ 6, T], входя- 
щей в закон сохранения энергии в виде (12.10) или (12.18). В за- 
дачах с влиянием электромагнитного поля -могут иметь разрыв 
также параметры В. Поскольку преобразование уравнений при 
переходе от эйлеровой к лагранжевой системе координат выяснен, 
рассмотрим вопрос в эйлеровом пространстве. Пусть уравнение 
поверхности разрыва, ее нормаль и скорость распространения. 
вдоль нормали имеют выражения 


ЭН. 
Но не о 
| grad H | | grad H | 


Индексом «1» отмечаем состояние среды перед фронтом волны, 
индексом «2» — за фронтом (т. e. уже возмущенное волной CO- 
стояние). Поверхность Н==0 предполагается настолько гладкой, 
что в окрестности точки Х в момент { ее можно заменить каса- 
тельной плоскостью и рассмотреть малый элемент площади ее по- 
_верхности АХн, одинаковый в момент Ёи t+dt(dt =const). За 
время dt в неподвижном слое объема АУн=А%Хн-9“ dt простран- 
` ства наблюдателя произойдут следующие изменения: значения в 
момент # плотности, скорости, температуры, внутренней энергии, 
вектора напряжения, параметров В (следовательно, тензоров де- 
формаций, скорости деформаций, напряжений...) 


pı =р(х, t), νι =у(х, t), Τι =Т(х, t), 
(13.16’) 


ЕВ, p — σε! (хп, (x,t) ej; п; = уе; 
скачком изменятся и получат значения 
Pa = р (x, t +dt), Va =... , Р = ой (x, t + п, (x, tjej. (13.16”). 


Подчеркнем, что п=\ и vl) ие за рр Í изменяется пре-- 
небрежимо мало. 

Скоростью D(x, t) распространения поверхности разрыва или 
ударной волны в τέως называется скорость ОНИ поверхнос- 
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ти разрыва вдоль ее нормали относительно невозмущенного вол- 
ной вещества, т. e. D=v™) —му.. Изменение скорости среды после 
прохождения волны обозначим V; таким образом, 


AvÆV= у, —\,, р =“ — vn. (13.17) 


Применим к объему` ΔΨ законы сохранения (12.26) —(12.28), 
полагая в них t =t, {ο--{--αί. Высота цилиндра, представляюще- 
го объем ДИн, равна о» dt u предполагается бесконечно малой 
более высокого порядка сравнительно с линейным размером пло- 
щади основания AÈ y: 


οίν) dt = 0 (Vd 2n ); ΔΨ — vdt ΔΣΗ, (13. 18) 


и потому интегралами по боковой поверхности в законах сохране- 
ния можно пренебречь. Ha «верхнем» основании цилиндра, 
имеющем положительную нормаль V, все величины имеют индекс 
«1» и постоянны на всем интервале времени Н<#=<6; на нижнем 
(с нормалью --ν) — также постоянны имеют индекс «2». 
Из (12.26) находим 
T 
"HJIH 
u) Ap = n A (p v). (13.19) 
_В левой части (12.27) первый интеграл равен А (оу) АУн, BTO- 
рой равен 
| [0ι У! (νι Π) — ϱα у, (νο n)] dt AZ p; 


в правой части PEY = — PP, PU = P, и потому первый интеграл 
равен — APM dt ALH, ‘второй — порядка pFdtAVyH, т. e€. высшего 
порядка малости. В результате "из (12.27) получаем 

о Δ (ϱ ν) — P2 Va (Van) + P; У, (Уп) = — Δ P. (13.20) 


В (12.28) интеграл, содержащий массовую силу, также отбрасы- 
вается, интеграл, содержащий параметр В, обозначим Ωρ =A} ydt; 
тогда, аналогично предыдущему, из (12.28) получим 


yi 2 ο 
о Δ [e (u+ == — ПА [ («+ 7) | = 
η ! 9 
= — A (P v) -+n A q + Qg. (13.21) 
Если величина Уь-09в ограничена внутри объема ЛУ, то 


Qg --0; если же она терпит разрыв на фронте волны, то может 
быть конечной и тогда вычисляется по формуле 


t+dt x 
i e | d W dV. 13.22 
В ΛΣ, di τῇ (Ив -- 098) ( ) 


AVH 
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Уравнения — два скалярных (13.19), (13. 21) и одно векторное 
(13.20) — называются условиями на поверхности разрыва, или на 
ударном фронте. Они путем алгебраических преобразований на 
основании (13.17) приводятся к простому виду . 


p (D —пАу) =p, D; p, ОАу = — Δ δῶν); 
_ (13.23) 


о, р | Аи + (Ау) | = — Ау -- па + Qp. 


Впрочем, (13.23) получаются из (13.19) — (13.21), если в них за- 
менить 


у, —0, τ. ἂν, v) —>D, ` s (18:924) 


так как физические законы в МСС не зависят от скорости пере- 
носного движения у, окрестности физической точки. 

Как видно из (13.15), (13.17), функция Η(Χ, t) удовлетворяет 
уравнению 


ΤΙΝ (13.25) | 


Выбор допустимых граничных условий на поверхности Σ, огра- 
ничивающей область ΟΣ движения среды, как и тип замкнутой 
системы уравнений, определяется физическими свойствами ве- 


щества среды, т. е. видом функционалов СОСТОЯНИЯ F, энергии ἡ 


и других. 
Нормальным для многих сред является обратимый оператор 


F, т. е. имеющий взаимно-однозначный обратный относительно. 
8 в лагранжевых координатах ($ 9): 


St = И (ea, T, В), εἰ; = Fr (5”"', T, В). (13.26) 


Таковы операторы `теории упругости, вязкоупругости, пластично- 
сти (упрочняющихся материалов) и др. Нормальными для изо- 
тропных упруговязких жидкостей являются уравнения состояния, 
содержащие две функции — скалярную p(o, T, В) и тензорную_ 
[11 (ὕπιι, T, В), разрешимые однозначно относительно р И От» (при 


Отт 5 0) ; | 
0;; = —р(, Т, β) δι; + fir Omno Т, В), 


U mn ~ mn (Oii +. Pôr т В), ρ--ρ(ρ; 1, β). 


Первое из представлений (13.27) функционала F легко пере- 
писывается в лагранжевых координатах (0 (Vg --ρ..9 11.12) и 
дает выражение F. Функционал F вообще говоря, также обра- 
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тим. В этих нормальных случаях функции Fë (13. 26) независимы 
между собой, функций fi; (13. 21). также независимы между 
собой, т. е. допускают обратные “и, РГ. 

В особом случае идеальных жидкостей (ἃ 14) имеют место 
' тождества 


fu=0 (i, 7=1, 9, 9), (13.97’ 

следовательно, обратные операторы fi не существуют: 

| 0, ----ρδι., σι) δὲ = — 3P, 
P =; v e; = — ру. | | (13.28) 


В особом случае идеально пластических изотропных тел су- 
ществует соотношение ($ 18) 


(σ;; — oô; ἡ) (Or; — σδι)) = const, 30 = 0;; Ô; j, (13.29) 


и потому оператор F не вполне обратим. 
Для всех сред, принимаемых в теории как объемно-несжимае-. 
мые, | 


pon АИ у -ов 8—0. (1390) 


оператор F не вполне определен, так как вследствие (13.30) не 


могут быть заданы любые процессы (6, T, В) для физической 
частицы, а значит, и на поверхности Σ всей области ΄ тела. Интег- 
рируя div у==0 по объему области У, получим 


[αῖνν αν = f ννάΣ =0. (13.31) 
и A 


При этом обычно существует обусловленный ‚обратный оператор 
(согласованный с условием (13.30) и дающий однозначную за- 


висимость $ или V от (5-2. В) или обусловленный прямой F: 


Sï — o gï! = i Γ(σ, 8, E, (В), gï gij R g = 1. (13.32) 


Основной постулат МСС, утверждающий, что внутреннее со- 
стояние малой частицы вполне определяется природой среды, за- 
данием закона изменения ее границы или сил на границе, и при- 
тока энергии (5’А, δ΄Ωι, 6’Ав) через границу во времени, OTHO- 
сится, конечно, и ко всей области движения среды, если учесть 
еще работу массовых внешних сил. Это значит, что решение пол- 
ной системы уравнений МСС при граничных условиях, правильно 
отражающих приток энергии и импульса непосредственно на гра- 
нице, существует. 

Приток энергии дальнодействия (силы тяжести, электромагнит- 
ных сил, ‚..) отражается работой массовой силы F, входящей в 
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уравнения движения, и функциями параметров В, входящими в за- 
коны сохранения. 
Движение физической границы g` области в лагранжевых 
координатах определяется заданием закона движения ее физиче- 
ских точек | 
р $, (x, η, х=х, (а, В), (13.33) 


причем х=х,; (α, В) — параметрическое уравнение поверхности, 


на которой эти точки расположены при t= tfo, а X=, — ее napa- 


метрическое уравнение в момент ἴ. Или заданием вектора скорости 
точек у; (х, Г) на поверхности Ф\(х, 1) =0 эйлерова пространства 


v(x, t) =у,(х,) приФ(х, 0 =0, (13.34) 


если эта поверхность известна и является физической границей 
У. В этом случае, как уже выяснено, ф» (13.33) и есть решение 


уравнения о g = У; (Pp, Ὁ), и propm (13.33), (13.34) экви- 
валентны. 


Приток тепла определяется заданием на Σ нормальной состав- 
ляющей вектора потока тепла QY =Q, или условием на È 


η grad Ф — д, | grad Ф| —= 0, г (13.35) 


_ которое может быть представлено с помощью как (13.33), так и 
(13.34). С точки зрения основного постулата условия (13.33) или 
(13.34) и (13.35) вместе с начальным условием во всей области 


ЕЕ, Τ--Τι - (13.35’) 


являются естественными для сред с обратимым функционалом F, 
и решение термомеханических задач существует. Условия (13. 34) 
могут быть заданы и на произвольно движущейся заданной по- 
верхности (x, #) =0. 

Для обратимых операторов с точки зрения основного постулата 
задания 6 или $ эквивалентны, и потому эквивалентны в смысле 


существования решения задания условий (13.33) или динамиче- 
ских условий 


Säi v; 3; = EO (x, t) при x = xz (а, В); (13.36) 
ИЛИ 
ojn ej =P (x, t) на (x, t)=0 (13.37) 


с сохранением условия (13.35). Замена (13.35) условием (13.10) 
физически также оправдана. 

Интересно сопоставление кинематических и динамических ус- 
ловий (13.34), (13.37) и термодинамического (13. 35) с условиями 
на поверхности разрыва (13.23): при постоянной «массе» р.) = 
=const в невозмущенной среде’ (у, =0, PP = 0, q =0, Q= 0) 
задание скорости ÂV тождественно заданию силы AQ) и Ha- 
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оборот; вместе с заданием теплового потока пАд любое из этих 
механических условий однозначно определяет энергию Ди. 

Смешанные граничные условия, о которых сказано выше, вслед- 
ствие эквивалентности кинематических и динамических также им 
эквивалентны. Естественно, что все эти условия нетождественны, 
они эквивалентны в смысле возможности существования решения 
замкнутой системы уравнений МСС. 

Особые случаи граничных условий для’ сред с необратимыми И 
не вполне обратимыми операторами 5 уточняются с учетом их 
свойств. В несжимаемых средах условия (13.34), (13.36) допол- 
няются ограничениями (13.31) на задаваемые векторы (ΦΣ, ΥΣ) 
H Ἢ заданием rpanmauoro условия на O, вытекающим 

3 (13.32): 


o = 5) п== М, Ha Ф—0. (13.38) 


При условиях (13.34), (13.31) дополнительно должно быть за- 
дано нормальное натяжение Nn на поверхности. При условиях 
` (13.37) σ(Χ t) является новой искомой функцией, и ей соответст- 
вует уравнение несжимаемости | 


divv --0, или g =l, (13.39) 


и условие (13.38) на границе, вытекающее из (13.37). В идеаль- 
ных жидкостях сообщаемая через границу » мощность механиче- 
ских сил сводится только к работе нормального давления р.на 
нормальной составляющей вектора скорости. Поэтому условия 
(13.34) сводятся. к заданию одного скаляра Όση 


nv = охл (x, В на Ф = 0, (13.40”) 

a условия (13.37) на основании (13.28) приводятся к виду (13.38), 
причем o= —р и задан скаляр Nn: 

P= -N на Ф =0. (13.40”) 


В случае идеально пластической среды кинематические усло- 
вия (13.33), (13.34) сохраняются и решение замкнутой системы 
должно существовать в силу основного постулата; по той же при- 
чине при условиях (13.37) статическое решение ($ 18) при произ- 
вольных нагрузках οί) не существует на основании (13.29). 

Закончим общими замечаниями о краевой задаче МСС. Каж- 
дое из уравнений замкнутой системы и из граничных и началь- 
ных условий термомеханической задачи можно рассматривать 
как равенство нулю компоненты некоторого многомерного векто- 
ра — оператора А над двумя функциями Х==ф(х, t), T(x, по 
параметрам х, { в ограниченной области их изменения 


хе [@ 4), Ор ВЕЕР. - (13.40) 
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Для обратимых операторов < компонентами А!=0, А?=0 векто- 
ра А=О, относящимися ‘к области параметров (13.40), исключая 
È, являются одно (векторное) уравнение движения и одно урав- 
нение теплопроводности. Компонентами Аз, A+ из области (13.40), 
исключая G (t), — одно граничное условие (векторное) и одно усло- 
вие притока тепла. Компонентами Аз, A6, АТ из области изменения 
параметров (13.40) при ἰ--ίο--εοπὀί являются начальные условия 
для фи Г: при t= to 


А — Фо (х) = 0». 


A= x)=, A =T — fa -- 0. 


Если обозначим N (Ni, 12, N3, Na, N5, Ne, N7) произвольный неорто- 
гональный А вектор с компонентами, определенными в соответст- 
вующих областях изменения параметров х, 1, то все семь (15 ска- 
лярных) уравнений запишутся в виде 


n (x, А ($, Τ) =0. а 


Наиболее просты линейные задачи, для которых оператор А 
линейный относительно (ф, Г), так как для таких задач наиболее 
развиты точные методы решения. В общем случае распространен 
метод линеаризации на основе уравнения (13.41) в вариациях: 
если некоторое решение $9(х, t), ΤΌ(Χ, t) я (13.41) m3- 
вестно, то а близкое решение qt, Tt, удовлетворяющее 
уравнению 


aL, Τη. δῳ, δΤ) --0, = (13.42) 
причем | | 

L=ôA = Α(φι, Τη —A (p°, T°) = 
= A (g + δφ, T? + 5Т) А (9°, T9). 


Для уравнений МСС с обратимым F оператор L будет линейным 
относительно бф, ÔT. Эту процедуру иногда удается применить 
многократно и построить последовательность (φ', ΤΊ), ... (ф", T”), 
сходящуюся к решению уравнения (13.41). Формальное доказа- 
_тельство теоремы существования для уравнения (13.41) во многих 
‘случаях является сложной задачей. Вопрос о единственности ре- 
шения в определенной мере связан с решением уравнения в вариа- 
циях (13.42). Если заданные функции, входящие в уравнение 
А = 0, (Qo Фо, Xz...) He варьируются, то уравнение в вариациях 
nL (фо, Г°, ôg, 6Т) =0 по определению φῦ, ΤῸ имеет нулевое peme- 
' HHE: δφ--0, ôT=0. Но если существует еще и решение, не равное 
тождественно нулю, то заключают о возможной неединственности 
и неустойчивости решения φῦ, ΤῸ и неустойчивости самого движе- 
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ния среды. Это грубо обоснованное заключение в большинстве 
случаев оправдывается в опыте. Строгая постановка исследования 
устойчивости решения уравнений (13.41) принадлежат к числу 
современных вопросов, не получивших общего решения. 

Каждая компонента вектора А вместе с соответствующей ком- 
понентой n имеет свою определенную область изменения парамет- 
ров x, 2, например At, ΑΖ, ni, Nz имеют область ΧΕΕΟ, tE (to~ tı) 
и т. д. Если интегралом nA по области его определения назвать 
_ сумму интегралов от произведений его компонент Å? на соответ- 
ствующие компоненты Nk, из которых каждый взят по «объему» 
соотвегствующей области определения QF, то уравнение (13.41) 
можно заменить обобщенным уравнением Ἢ 


| 1449 =0. — 3.43) 
) 


Отсюда следует (13.41) не только при совершенно произволь- 
ном 7, но и 77 в виде некоторого оператора ΠΟ X, É над произволь- 
ными вариациями искомых функций. Это приводит к вариацион- 
ной постановке задач МСС. 


Глава ТУ 
КЛАССИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ. 
 АЭРОГИДРОДИНАМИКА И ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ 


Простейшие в МСС тела — идеальные и классические (ньюто- 
новские) жидкости, идеально упругие твердые тела. Эти тела 
{идеализированные схемы, модели реальных тел) обладают фун- 
даментальными свойствами реальных жидких и твердых тел, при- 
чем свойства, во многих случаях второстепенные, не учитываются. 
Опыт показывает, что поведение многих реальных жидкостей, га- 
30B и твердых тел в определенных условиях достаточно точно 
описывается уравнениями механики сплошной среды, построен- 
ными для указанных идеальных тел (моделей). Методическое 
значение моделей состоит еще и в том, что из сопоставления с 
опытом получается возможность изучения отклонений свойств 
реальных тел от свойств моделей и, значит, возможность Tepme 
ния теории. 

Жидкостями в механике сплошной среды называются тела, со- 
противление которых сдвигу при любой деформации стремится 
к нулю, если скорости деформации равны нулю в течение доста- 
‚точно большого промежутка времени ({-»οο). ᾶ 

Твердыми телами в механике сплошной среды называются 
тела, сопротивление сдвигу которых при постоянных во времени 
значениях компонент тензора деформации остается отличным от 
нуля и конечным в течение сколь угодно большого интервала вре- 
мени ({-»οο). 

Бесконечный интервал времени в опытах не реализуется, и 
фактически речь идет об интервалах, значительно превосходящих 
времена релаксации. Для некоторых тел эти времена ничтожны, 
для других — очень велики. 

Напряженное состояние малой частицы любой среды в любой 


момент { характеризуется тензором напряжения $, который в 
главных осях напряжений всегда имеет диагональную матрицу 


...0.0 
O 0-0 
Е: ЖЕ > 
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Экстремальные касательные напряжения, действующие в этой 
частице в момент { по плоскостям, делящим пополам углы между 
плоскостями главных напряжений, равны 


т > 8 --- Θα в O2 — 03- | о БЕ | 
VAE ? 23. ` ::} ЗЫ 
| 2 2 2 


По определению рассматриваемая частица будет частицей жидкос- 
ти, если при 6 =const и [>00 T2 = T23 = T1 ==0, τ. e. 


[> со, σ, = 0z = 0; = — Po, 


или частицей твердого тела, если при 6 =const 
[—=со, | Tag BER от». 0, 


т. €., вообще говоря, при t>o 615-025 0352 01. 
: Классические теории относятся только к термомеханическим 
процессам. 


$ 14. Идеальные жидкости и газы 


Идеальная жидкость (газ) — это среда, в которой рассеяние’ 
_ отсутствует (&*=0) и сдвиговые сопротивления которой при JIO- 
бой деформации и скорости деформации в любой момент времени 
равны нулю, т. €. для любого É 


σ, == 65 == ==. | (14.1) 


Поскольку главные оси напряжений всегда взаимно ортогональ- 
ны, то на косой площадке с нормалью v (li, l2, в) вектор напряже- 
ния σν = ΡΟ) равен 


бу = Cil + σοί» + 683 = — ру, | (14.2) 


т. е. он направлен по нормали к площадке и имеет величину —Р. 
Следовательно, давление р по всем площадкам, в данный момент 
проходящим через данную точку среды, одинаково. Обычно пред- 
полагается, что р—0, т. €. это всегда действительно давление. 
Однако реальные жидкости могут выдерживать и некоторые все- 
сторонние растягивающие напряжения (ρ--0), и в понятие идеаль- 
ной жидкости мы не будем включать обязательного требования 
р>0. 

- В эйлеровых ортогональных декартовых координатах х; (1=1, 
2, 3) тензор напряжений в идеальной жидкости имеет простейшее 
выражение . | 


Уравнения движения сплошной среды в рассматриваемых 
координатах Ὅς. 
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---- +p(X; — w) = 
Οχ; 


с учетом того, что 


ЕР В, εξω, о СИ 
Ôx j дх} Oxi dt: Οἱ Ôx} 
принимают вид 
ое. 1, (14.4) 
р dt дх; 


или любую из двух векторных форм 


Е: - тай? — v x τοῖν + -grad p = F. 


Они называются. динамическими уравнениями Эйлера. К ним 
должно быть присоединено уравнение сохранения массы 


--ἠ-ράϊνν--0. | Ыб 


Система (14.5), (14.6) есть система. совместных дифференциаль- 
> ных уравнений в частных производных первого порядка относи- 
_ тельно вектора скорости V и скаляров р (давления) H p (плотнос- 
ти). Это незамкнутая система, так как для пяти функций коорди-. 
нат и времени V4, U2, U3, р, р она дает только четыре уравнения 
указанного типа. | 
Динамические уравнения Эйлера можно записать также в лаг- 
ранжевых координатах. Пусть, как и ранее х=х(х, Г) — закон. 
движения частицы, причем х==х;:е; — ее начальный декартов pa- 
диус-вектор, а 
х=ф(х, ἡ} =х-а(х, t) 


ее текущий радиус-вектор. Поскольку в момент { лагранжева CHC- 
тема координат xj=const (ἰ--], 2, ὃ) является, вообще говоря, 
криволинейной, ковариантные и контравариантные базисы и мет- 
рические тензоры определяются законом движения и (6.15), (6.23) 


дх дх дхь дх 
9; = — =е, 7, ΕΕ k k = δι) + 2e;j, нь (14.7) 
i 


Ох; ΟΧ; 


т.е. Эх, JÍ, Zij Zij выражаются через частные производные 
Xk 


За искомые функции можно принять либо х;(хи, Χο, Хз, Í), _ либо 
и: (Ха, X2, Хз, Г), причем gij и gti алгебраически выражаются через 
компоненты тензора деформации. 
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Найдем выражения контравариантных. компонент 5% тензора 
напряжений $ в момент t в базисе 8:. По определению идеальной 
жидкости вектор истинног. напряжения на площадке, построен- 
ной на векторах Ə, H эз, направлен по нормали к ней (а направ- 
ление нормали совпадает с 81) и равен давлению р, т. е. 


ра) L —p al. S pə! 


Ja ve 


Аналогичные выражения получим для PĒ и РЭ. Вектор напряже- 
ния St равен ο. | 


$1 — PO Уст = — рэ!; 


аналогично выражаются 55, $53. 


Следовательно, | | 

-S = δικο, -----ρΦ!, -.'''' 14.8] 

° Умножая это равенство на 8! и учитывая (14.7), получим 
| Sii = — pg". 549) 


Соотношения (14.9), представляют просто’ преобразования 
соотношений (14.3) от базиса e; к базису ət. Уравнения движения 
сплошной среды в лагранжевых ЕЕ имеющие вид 


ν; 51! -+ p (F! — w’) = 


У учитывая (14.7), (14. 9) и очевидные соотношения’ 


ν;(ρρ’ὴ = ур = g! -2e 


Fi = Ε9: = вЧРэ, = вИХ, р | 
| 3} | 
9 à 
wi --- №92 = σ΄, Xk E. ij O Xk - -- Ὁ (14.10) 
ati — e 


где Xr, №, — декартовы компоненты (B репере е;) petapos Mac- 
° совой СИЛЫ H ана Имеем 


= 2x, + ра?! [Χ.-- 


д2х» \ дхь ^ 
д? дх, 


Отсюда, умножая на gim, получаем лагранжеву форму уравнений ` 
движения идеальной жидкости 


дх oy =. ] 
= ое Χι) πε 
ΟΧΙ ot? о 


=0 (=1,2,3). (14.11 


τ 
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Здесь, конечно, Е 


дхь __ Puk ðk __ Е дир 
де дв ` Οχι а 
Уравнение сохранения массы имеет вид 
fe: νε,» πλ δέ ---|-51}} “η. (14.12) 
p p дх; | 


Мы снова получили незамкиутую систему четырех дифференциаль- 
ных уравнений в частных производных для пяти функций коорди- 
нат X; и времени É: X1, X2, хз (ИЛИ U4, U2, из), р, о. Эти уравнения 
имеют второй порядок по é (относительно X) и первый — по Xi 
(относительно Χ, р). — 

Идеальная несжимаемая жидкость — это идеальная ЖИДКОСТЬ, 
плотность каждой малой частицы которой во времени не изме- 
няется. Если при {= плотность бу была постоянной, то она в He- 
сжимаемой жидкости останется постоянной и при {>4; такая 
жидкость называется однородной. Если при += po™po (X1, Χο, Хз), 
то она такой останется и при {> В, т. €. о= (хи, X2, хз) *. Уравне- 
ния движения в форме Эйлера и условие несжимаемости в эйлеро- 
вом пространстве имеют вид 


a, В > gdp = 0, уу =0 (14.13} 
ðt Po 
и представляют собой замкнутую систему четырех дифференци- 
альных уравнений первого порядка в частных производных для 
четырех функций координат и времени: ζι, U2, U3, р. 
В форме Лагранжа уравнения движения идеальной несжимае- 
мой жидкости имеют вид 


Y 


σε (Pa x) #0 (12,3, (414) 


дх; \ 903 Po дх; 

Οχι 
ΟΧ; 
Идеальная баротропная жидкость — это идеальная сжимаемая 


жидкость (газ), давление р в которой — определенная функция 
плотности р | 


= Д=. 


в==| gyl = 1, или 


p =p(p), | `- 614.15} 
причем 
2 _ ἂρ de 
ne > 0, - »0.. (14.16} 


5 d 
‘Величина с = γ΄: называется скоростью звука. 
ρ 


* В этом случае жидкость называется неоднородной. . 
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В начале курса на примере идеального газа мы уже встреча- 
лись с уравнением состояния p= RoT, которое для изотермических 
процессов совпадает с (14.15), причем р(0) есть однородная JIH- 
нейная функция, а для адиабатических — приводится к виду 
(14:15), причем р(р) — степенная функция с показателем у>1, 
так что в обоих случаях 

Y - 
P= р ЕЕ) т. (14.17) 
; 0 

Уравнения движения и сохранения массы (14.5), (14.6) 
(в эйлеровых координатах) или (14.11), (14.12) (в лагранжевых) 
замыкаются для баротропной жидкости пятым соотношением 
_ (14.15). | 
Введением функции давления при потенциальной силе Ε 


Pi) = (< = [5-4 F = — grad Fp (14.18) 


из (14.4), (14.5) получаем замкнутую систему для V, ϱ 


A = Р-- втааР (р) =0, -Æ +p divv=0, (14.19) 


< 


ν ! У? 
LOR. p E prad (PHF, + = =y X Toiv. 


Аналогичная система B лагранжевых координатах получается из 
уравнений (14.11), (14.12). 

Для слабо сжимаемых жидкостей при небольших давлениях 
скорость звука с в ряде блучаев может считаться постоянной. При 
этом Р=с?п о; уравнения сохранения массы и динамические урав-. 
нения будут содержать только функции У и P, причем 


ES 
pre 


Z 4 divv=0. 


Идеальный . газ — это идеальная жидкость, под- 
чиняющаяся уравнению состояния Клапейрона * 


р = ВеТ, _ _ (14.20) 


причем внутренняя энергия единицы массы прямо ` пропорцио- 
нальна Τομποράτγρε; 


К E A A (142) 


В начале курса (8 3) доказано, что такими свойствами обладает 
одноатомный газ при давлениях, не превышающих сотен атмо- 


* Для такой жидкости употребляется еще название — совершенный газ. 
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. | | μ᾽ | : 
сфер, причем в системе CGS постоянная C, Ре постоянная 
т 


Больцмана, m — масса атома), R =—. 
i m 


Многие инертные газы с достаточным приближением подчиня- 
ются уравнениям (14.20), (14.21). Например, для воздуха | 
В ==2,87- 10% см?/с?.К. 

Уравнение (14.20) представляет собой соотношение между 
напряжениями и деформациями для рассматриваемого тела. Bhl- 
ражение внутренней энергии и (14.21) через два единственных для Ἢ 
этой среды независимых параметра состояния р и T (u от о не 
зависит) получено в статистической механике и из опыта. 

Запишем закон сохранения энергии 
оби = δ΄Ο ΕΞ $ бе; ;. 
Так как - 
Ϊ ! обл = Va = div v, 
то из (10.24) δος, 
ЭЙ бЕ; — O; jU; ôt = — p div vdt. 
Из (14.6) 
ος Faia 
deraa 
pai 


Учитывая все это, закон сохранения энергии запишем в виде 
оби =6'9 + p или с.06Т = δ΄ -+ p. 2214.99) 
; | ; о 


Отсюда следует, что с, — коэффициент теплоемкости при постоян- 
ном объеме (р=сопз{). Внося в (14.22) соотношение 


9 ln o = ô шр— ô In Г, 
являющееся следствием формулы (14.20), получим 
‚р (с, + К) ôT = δ΄ + δρ, (14.23) 


т. е. с„--Ю есть коэффициент теплоемкости Cp при постоянном. 
давлении (ρ--εοποί). Таким образом, получилась формула Майера 


с, — Cy =R. | (14.24) 
Из первого и второго законов термодинамики следует 


ϱ (ôu — Τ5) epe 


181 


Глава IV. Классические теории. Аэрогидродинамика и теория упругости : 


откуда с учетом (14.21) имеем | 
| С: в. R δ. 
Т p’ 
T. €. определяется энтропия 


s= c ln + const, oo (14.25) 


‚где у = 


v ~ : Е 
К неизвестным функциям у, р, ©, входящим в незамкнутую 
систему уравнений Эйлера (14.5) и (14.6), добавилась еще одна 
функция — температура Т или энтропия $, связанные с р, о соот- 
ношениями (14.20) и (14.25). Но теперь закон сохранения энергии 
дает еще одно дифференциальное. уравнение 


p Æ +div q—p EA (14.26) 


Поток тепла q для большинства изотропных сред связан с полем. 
температуры Т законом Фурье 


а—=--^ тайт. - | (14.27) 


где Л — коэффициент теплопроводности, вообще говоря, извест- 
ным образом зависящий от Г. Внося значения и (14.21) иа 
(14.27) в (14.26) и используя уравнение сохранения массы (14.6), 
получим уравнение теплопроводности 


Pc, — — div (à grad T) + раму =0. ` (14.28) 


Теперь система уравнений (14.5), (14.6), (14.20) и (14.28) для 
вектора у и скаляров р, p, T стала замкнутой для рассматривае- 
мого идеального газа. Вместо Т за искомую функцию можно при- 
нять и или $ или другую, выражающуюся через р, о, Т термодина- 
мическую функцию, например энтальпию (теплосодержание} 
баг. > 

Если при значительных скоростях движения газа пренебречь 
теплопроводностью (считать процесс деформации частицы annaba- 
тическим), то в (11.22) 6'О=0 и, значит, энтропия частицы будет 
постоянной во времени (но может быть различной у разных час- 
тиц). Из (14. 25) при s=const получаем 


Yo 
p SiE Po S ᾽ 
Ρο 
т. е. возвращаемся к баротропной ЖИДКОСТИ. 
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Если энтропия $ имеет различные постоянные значения для 
различных физических частиц, то для таких адиабатических про- 
цессов система уравнений Эйлера вместе с условием сохранения. 
массы замыкается- соотношением (14.25) и условием 


4$ 
тЫ 14. 
= 0 (14.29) 
На фронте ударной волны из (13.23), (14.21) при πλη--Ξ0, 
(δρ =0 получаем адиабату Гюгонио и из (14.25) — условие сущест- 
вования волны AS = -Θα--ϑι5520: 


и = >> 1, n=, r=, и. (14.30) 


l— xr | Ρι Ρι У 


Граничное условие в задачах ἢ 14 имеет вид. (13.40’) HJIH 
(13.40”), начальные условия — вид (13.13), T. e. задают началь- 
ное поле у и rotv. 

Если rotv=0Q0 при =, то rot у=0 для любого (теорема Лаг- 
ранжа) и движение потенциально (7.39), у=ота4ф, и потому из 
(14.19) получается интеграл о и уравнение сохранения 
массы в виде 


2e 4L (grado)? + P) -+ Fo = С), 
<£ + (grad p) (grad φ) + рАф =0. (14.31) 


Если движение установившееся (Ov/Ot=0), то и при вихревом 
(rot у==0) движении имеется интеграл Бернулли вдоль линии 
тока ($5): 


P (p) + X + F, = const. (14.32) 


$ 15. Вязкие жидкости 


Классическая вязкая ‘жидкость — это изотропная жидкость 
{вообще говоря, сжимаемая), сдвиговое ` сопротивление которой 
_ отлично от нуля и линейно зависит от скорости деформации 
сдвига; термодинамическими параметрами состояния являются. 
плотность р и температура Τ. 2 

Таким образом, в вязкой жидкости тензор напряжений S есть 
линейная функция тензора скорости деформации У. Общее соот- 
ношение имеет вид 


S= + y7, П= раму, | (15.1) 
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где II — скаляр, G — метрический тензор, и, А — коэффициенты 
вязкости, которые не зависят от деформаций и скоростей. Поэто- 
му их называют «постоянными», хотя они могут зависеть от тем- 
пературы. 

Движение вязкой жидкости обычно рассматривается в эйлеро- 
вом пространстве. В таком случае из (15.1) получаем в декарто- 
вых координатах 


ση; = —рб;; + À div уб,, + 2µυ;,, (15.2) 
причем 
а Ου] Ου Ου до 
d A a a [ινα a 15.3 
z дх; ὄχι T Xa E ах. ) 
κ | 1 Ου; д; à + 
‚. = -—— Saad. iS — 8 = t: , . 
E e TaT ΤΙ aa 


Обозначим, как обычно, ἃσ--σι/δι; и, свертывая (15.2) с ôi;, nony- 
_ чим выражение скаляра 


η -σ---Ξ-μάϊνν =— p+ Adiv v 
и связь между O H p: 
----ρ-- (a +2 μ) div v. (15.4) 


Отсюда следует, что в общем случае среднее напряжение σ-Ξ 
= 1/30:;6:; есть линейная неоднородная функция скорости дефор- 
мации объема div Υ--υι]δι; i 


----ρ--λ’ divy; МА. (15.5) 


Вводя компоненты девиаторов (7.29”), (8.43) 


t 


O; = 0;; — 1/3 σδ;;, 


z (15.6) 
Ui; = 1; — 1/3 div vå;;, 
из соотношений (15.2) nosyuam E 
T; = о (i, j= 1, 2, 3). (15.7) 


Соотношения (15.2) тождественны соотношениям (15.5), (15.7), 
но последние имеют более ясный физический смысл, так как (15.5) 
означает линейный закон. вязкости объемного сопротивления, и 
потому X =+ 2/3 u есть коэффициент объемной вязкости, а (15.7) 
означает линейный закон вязкости сдвигового сопротивления, и 
потому u есть коэффициент сдвиговой вязкости. Действительно, 
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‘приводя соотношения (15.7) к главным осям (01=2 wU, ...) и Bbl- 
‘читая их попарно, получим для экстремальных касательных на- 
пряжений ти›== 1/2 (01—02),...и экстремальных скоростей сдвигов 
у12= 01—92, ... соотношения | 


Тов = ИУав. 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
q 


τ... muma GANTE RDN PASH A ESADE MA ЧЕ 


Рис. 15. 1 


На рис. 15:1 пунктиром показано сечение элемента жидкости 
в момент 2, выбранного в виде кубика в главных осях так, что 
две грани нормальны к главному направлению «3», а четыре дру- 
гие делят пополам углы между главными направлениями «1» и «2» 
(эти направления показаны пунктиром). Через момент dt за счет 


напряжений τι; произойдут малые сдвиги 1/2 y= 1/2 чз. 
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Каждое ИЗ изображенных касательных ВАНрЯЖЕВНА пропорцио- 
нально полной скорости сдвига: : | 


τα--μ (ты в —- Гу) а μγια. 


Другое пояснение закона вязкого трения (15.7) получим, если рас- 
смотрим плоскопараллельное течение, Еле Не полем скоро- 
стей 


ζι = А + Bx, 0. = 0, Оз = 


(А, В — постоянные). 

На рис. 15.2 показаны 
две плоскости, расположен- 
ные на расстоянии ἦι; верх- 
няя плоскость, по которой 
действует касательное на- 
пряжение 012, движется OT- 
носительно нижней со ско- 
ростью 01 (хл2- И) — 01 (x2) = 


= Bh æ Av. Относительная 
скорость сдвига плоскостей 
Avı/h= В представляет 


Рис. 15.2 


единственную, отличную от 
нуля компоненту тензора У (v = бо 0, arm 2 δ]. 
Из (15.7) имеем 01. = UB =u Av,/h, T. е. касательное напряжение 
пропорционально градиенту скорости 91 по оси х2. Физическую 
природу вязкого трения в газах и жидкостях можно разобрать 
на примере рассматриваемого случая. В молекулярном движении 
каждая молекула имеет отличные от нуля скорости Элист, Vencer И 
за счет этого молекулы, движущиеся со скоростью Όρμον OT HHX- 
ней плоскости к верхней, ускоряются (вдоль оси Χι), а молекулы, 
движущиеся в обратном направлении, замедляются пропорцио- 
нально До, и, значит, для реализации макроскопического движе-. 
ния слоя h со средними скоростями Vi =Å + Вх, 9>==0 необходимо 
приложить на плоскостях силы O2, пропорциональные Ли... 
Соотношения (15.5), (15.7) доказываются в кинетической TEO- 
рии газа на основании (2.41”) или (2.66), так как в вязких газах 


тензор $ определяется только кинетическими составляющими и 
Kmer? ДЛЯ ΟΠΗΟΒΤΟΜΗΟΓΟ газа объемный коэффициент вязкости 


А =0. + e. | 
τ---ᾱ 2 (15.8) 


Для других газов, а также сжимаемых жидкостей соотношение 
(15.8), вообще говоря, не имеет места. 
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Уравнения движения вязкой сжимаемой жидкости в декарто- 
вых координатах х; эйлерова пространства DOD οποίος из ypaBHe- 
ний движения 


подстановкой σι; из соотношений (15.2) 


αι Хх) №9 Ц 
р dt Xa) дх; та дх; l Ὃν dos 

д Ου] Ου; : я | 
Ea Ё = +2) | --ι,2,3) (15.9) 


Если в области течения À и. и можно считать постоянными, ΤῸ H3 
(15.9) получаются уравнения Навье — Стокса: 


P [= — F) = — grad p + (à + и) гад (div v) + μλν, (15.10) 
где А = — оператор Лапласа. Действительно, так как 
дх:0х: 
: до = Δυ;, 
oxi дх; 
а 
д Ου; 0 Ου; τες 
ôx; ôx — Ὅς дх, — οι (div v), 


то (15.9) примет BHJ 


du; EF = др λ \ д : Σ τ с 
Е z X; wea +(+ y) Fe (div v) Ни; (i= l1, 2, 9), 
откуда и следует (15.10). 

Уравнение сохранения массы 


а 
mme - div v = 


вместе с уравнениями Навье — Стокса представляют незамкнутую 
систему четырех дифференциальных уравнений для пяти функций 
(Vi, 02, U3, p, P). 

Движение вязкой жидкости сопровождается диссипацией ме- 
ханической энергии. Согласно теореме живых сил работа внешних 
сил 6’А за время dt не полностью переходит в кинетическую энер- 
гию dK. Для 6’А имеем согласно (10.29) 


δα --ἀΚ -- | Ваау, 
у : 
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причем в данном случае работа Е: в единицу времени 


будет 
R = 01, > — p div v + À (div v)? + 2µυ;/0ι} = — + + К,язк» 
(15.11 


где мощность вязких сил А»зязк определяется соотношением 


_К,язк = А (div v)? + Зоо. = (A + 2/3 p) (div v)? + 24 0; /0;;. 
| (15.12) 


Предполагается, что Юзязк превращается в тепло, T. е. W*= Авязк- 


_ Согласно второму закону термодинамики 


_0Т6$ —6'0 = w*dt >œ 0, (15.13) 


и поэтому коэффициенты вязкости λ'΄ -Ξλ-|-2/9 u, и неотрицательны. 

Рассмотрим дифференциальные уравнения движения вязкой 
несжимаемой жидкости. Уравнения Навье — Стокса и условие не- 
сжимаемости (при μ--εοποί, о=соп${) 


че = — adp vây, div v --0, | (15.14) 


представляют замкнутую систему дифференциальных уравнений 
для v u p. Их следствие при Е=огада р и замене dv/dt (10.14) 
дает уравнение распространения вихря 

ΟΏ 


та Tol (ух 9) = νΔΩ. (15.14’) 


Работа напряжений в единице объема за единицу времени сов- 
падает с рассеянием ὦ": 


В =" = “μας. = 20%; jU;j. (15.15) 


Величина v= p/o называется кинематическим коэффициентом 
вязкости. Значения у для некоторых жидкостей и газов приведены 
в табл. 4. 

Коэффициент вязкости u газов почти не зависит от давления, 


а у убывает обратно пропорционально давлению. Если вязкость 


несжимаемой жидкости зависит от температуры (o=const; 
u=u(T)), то уравнения движения имеют вид 


dv; Г и ôT 
-------Ε,-------.---- aAA H wo — 
dt i p -ðs i г : дх, 
: , 1 du 
div v = 0, v =—.— 15.16 
т ( ) 
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Таблица 4 


Жидкость ты а, V, см?/с, 
Вода 0 0,0178 
20 0,100 
50 0,0056 
0 0,00125 
ΗΕ | 100 | 0’ 00091 
Глицерин | | 20 | 6,80 
Воздух (давление = 105 Ma) 0 0,133 
20 ° 0,150 
100 0,243 


Из основных термодинамических равенств. 
© pôu = δ΄ + w*ôt, Tpôs = ô'Q + ω"δί 


следует du=Tds, причем и=и(Т), $=5(Т). Считая теплоемкость. 
покоящейся жидкости постоянной, т. е. 


при υ;; =0 Ey Q = pe óT; 
находим 
и=с,Т - const, s= c, ш T + const, 


и потому уравнение энергии дает (при законе теплопроводности 
Фурье и постоянной теплопроводности А) уравнение - 


АТ о т Е re | T% 
ΙΕ. = aA AT + Ty Hi a a И^ (15.17% 


_ Система уравнений (15.16), (15.17) для υι, V2, V3, р, T замкну- 
та и определяет движение вязкой несжимаемой теплопроводной. 
Жидкости. | 

В случае вязкого разреженного газа уравнения Навье — Сток-- 
са в виде (15.9) и условие неразрывности | 


апр ; 
------ +divv=0 
dt т 


могут быть дополнены уравнением состояния р==р(о, T) и ypas- 
нением энергии (при известной и (р, Τ)) 


o a = div (À grad T) — p div v + u*, 
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тде w* имеет вид (15.12). Это уравнение — обобщение уравнений. 
(14.28) и (15.17). Система замкнута для функций 91, V2, V3, р, о, Г 

Выведем уравнения движения вязкой жидкости в лагранжевых 
_ координатах хи, X2, хз, принимая за искомые функции х:== ха (жи, 
X2, Хз, t) (или ии=л:—х:) и имея в деформированном состоянии 
(в момент {) «вмороженные» криволинейные координаты х;, бази- 
ChI H аа ое ($ 6) 


9; = Ate, 9! = Βίε,, 


д = gy = ata} g" = Binh. 


Умножая (15.2). на: АГАТ, ‘получим согласно (9.24) 
Smr = lHEmn ЗУ mn- - | (15.18) 


При этом, как известно, ковариантные компоненты Vi; тензора 
ΡΝ деформации. связаны с деформациями =:; соотношениями 
(9.33 


——  —— —ы— ο Ας 


Ἀπ $ 22 2 
Οἱ ðt Ox; 0x;ðt 9х0 EA 
Поднимая индексы Vij, получим | 
2γ' — W mag" g” 


и, следовательно, найдем выражение закона вязкости в лагранже- 
вых координатах для контравариантных 5" 


Sti = Пой + Эрототу „-. (15.20) 


Контравариантные компоненты ускорения W и массовой силы 
Е в репере э; выражаются через х; и Х; в ‘ортогональном репере | 
(F=X;e;) формулами (14.10) 


w= wi, w = gii 2t κε Е — ИХ, и ,Ε--Ε!9,. (15.91) 
: ΟΧ; 012 Xj 


Внося (15.20), (15.21) в уравнения движения 
VS” + p (F — w’) =0 


и учитывая свойства. 5", gij, э; при ковариантном дифференциро- 
вании 


y; (Пе?) = ву = g! - 


‚ У (тет „) = тет Уши, 


τ 
ΟΧ 


УЛ’ mn "e EL ГУ κα — Г; n Vkm i (15.21) 
j 
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получим уравнение, которое упростим путем умножения на gik- 
В результате 


δαὶ = —хХ, а t gV Vi = 623). (5.29) 


дх; \ 98 
Это и есть искомые уравнения, причем скаляр П имеет вид 
А Ορ. à ôA ; 
TI = — А vy -----ρ---------- ----- -------, (15.23 
p + e a p+ τῳ» ( ) 


так как р через po определяется законом сохранения массы 
и на (15.24) 
р 


Уравнения движения (15.22) можно явно и полностью выра- 
зить через давление р и искомый закон движения X= Q(X, t). Для 
этого отметим выражения символов Кристоффеля Г», вытекаю- 
щие из (6.68): 


„Oxi 


дх; 


дэ, ΘΑ дА! дА’, 
р Е 
дхт дхт ðxİ gar 9% 
дифференцируя πο # ее ка 
От г r- O 
ЗУ: = = Ак Ат) = Αἱ А 
m F ьАт) — А επ пот рожь 


- Теперь для краткости примем обозначения производных по # 
точкой сверху, по X? — индексом k после запятой снизу 


Е ДИ ди. (15.96) 


а E ρα 2 AE а 


Тогда, вычисляя ковариантную. производную. 2у;У.в, из (15.22) κ 
получим систему уравнений | 


> Е Е № о | 
ра (F) | =v% (15.27) 


Po ðA’, 0x” ; 0x” A 
. 4 k’ . д mk . dpi; 
Xi = φηξχ μμ + ФИ Xi,mk F Xi,k = Sik- 
дхт дхт 


где νοΞΞμ/ρο — кинематическая вязкость (отнесенная к начальной 
плотности) и обозначены функции, зависящие только от Nep- 


вых производных Χ по координатам (т. e. от Ау): 


ыы = = (15.28) 
22-й ODA JA 
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т дА А 


Отсюда видно, что функции (15.28) являются однородными по Аа 
первой степени и представляют отношения однородных полиномов 
четвертой и третьей степеней, госкольку, аналогично (6.21), опре- 
делитель А имеет выражение 


i πὶ ЛК. 
А = Эль А.А Аз; 
следовательно, производные их ΠΟ X ый иметь вид 


дхт 


= pim iim, m am Pi == р Κρ, φπι» (15.29) 


где коэффициенты 4р есть суммы отношений полиномов по Ар 
третьей H четвертой степеней. 

Для сжимаемой жидкости система (15.27) замыкается так же, 
как и в эйлеровом пространстве. В случае баротропной жидкости 
‘или газа имеем 


zp = f (å), - | (15.30) 


и система (15.27) становится замкнутой. В случае несжимаемости 
дополнительное уравнение имеет вид | 
А= 1. (15.90’) 


Умножая обе части уравнения (15.27) на ΑΡΑ, получим дру- 
ГОЙ ВИД 


i = y, Y; — 15.31 
дх, о дх, νοι дх, ’ (1 


откуда можно исключить П и получить векторное уравнение рас- 
проетранения вихря в декартовых переменных х==х,е,.: 
я / 


4: = А 
το] y i i l =y Tot (2 и, (15.32) 


z 


Оператор состояния &, имеющий вид (15.18), при условии 
№=й-2и/3>0 (15.12), τ. e. 4*=АЮзязк—0, является обратимым: 
умножая (15.18) на g™” и учитывая (15.23), находим 


Lg 


Е идти =0 =—p +N divy = —р— A TZR, (15.53) 


B баротропном случае р(о) имеет обратную функцию, и потому 
Ῥ--ρο/Α определяется через о, а значит, и П становится извест- 
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ным функционалом от σ(ί). Теперь уравнение (15.18) становится 
линейным 


п Г [6] = Sm (15.33) 


и решение, т. €. би» в виде оператора от O, Εὖ, находится эффек- 
тивно. Следовательно, естественные граничные условия ($ 13) 
для вязких жидкостей — это полные условия кинематического и 
динамического типа: на границе области течения задан вектор Q> 
(13.33), или vz (13.34), или PY’ (13.36), или P$? (13.37), или 
смешанный вектор. В эйлеровых координатах динамические усло- 
вия имеют вид 


Пл; - 2; п; = Poe = PP Ha Ф =0, (15.34) 
т. €. на поверхности должны быть заданы все три компоненты _ 
внешней силы. Например, на свободной поверхности (P = — рой). 
несжимаемой жидкости три условия имеют вид 
| до | 15.34’ 
(р— Po) мае а ({--1, 2, 3). (15.34’) 
1 i ; 
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Твердое тело, в котором напряженное состояние в любой точке 
в любой момент времени # зависит только от деформаций в этой 
точке в этот же момент времени # (и от температуры или других 
немеханических параметров), называется идеально упругим. Оно 
называется еще и изотропным, если в любой точке все направле- 
ния равнозначны в отношении упругих свойств, т. е. упругие 
свойства характеризуются только скалярными физическими кон- 
стантами. Тело называется однородным, если упругие свойства 
(при одинаковых значениях параметров u) одинаковы во всех 
точках тела. | 

В классической теории упругости рассеяние w* предполагает- 
ся равным нулю, свободная энергия предполагается дункцией 
только деформаций и температуры (параметров состояния) и 
деформации считаются малыми, T. €. вектор перемещения 
u(x, t) = х—х удовлетворяет условиям 


| mi J o ТЕТЕ) 


7 


В этом случае свободная энергия \ф(=:;, Г) представляется в виде 
ряда по переменным 81}, Г, в котором ограничиваются квадратич- 
ными членами. Поскольку ф — инвариант и тело изотропно, 
значит, 4 зависит только от инвариантов O= div U= g;jĝij И 8EijEij. 
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Плотность р в уравнениях движения считается постоянной, абсо- 
лютная температура — равной Г.-9 и не сильно ‘отличающейся от 
некоторой постоянной То. Итак, имеем с учетом (11.26) 


бер = А, — ST + В, 9 + > (20: -++ 2µ8;; =; — 2890 — т. 


0 


ее: OME SON Poc? ] 
Ве > ат = Sp Pa -- ας μος , ( 6.1} 
Ре Е 
а S 


Ρος 93. 
Pou = Ast- IB, + BT.) 0+ — (A02 + Эвери + 2p, c0 + -PETT , 
To 
причем Ao, Зо — несущественные постоянные. 
При сделанных предположениях свободная энергия является 
‘потенциалом для тензора напряжений, и потому напряжения σι; 
определятся соотношениями 


ij λθδ;; + 2µε;; — βϑδι; + Boô (i, j= 1, 2, 3). (16.2} 
ij 

Мы получили закон Гука с учетом температуры, причем Ви=0, 

так как предполагается, что при &;;, =9==0 также в;;=0. Сверты- 


вая \16.2) с δι), получим закон объемной упругости (термоупру- 
ΓΟ) 


i 
Tli oj; 60; = С = K (9 — 309), (16.9) 


Отсюда видно, что оператор S= F (6, Г) обратим, если К 
ограничено. К называется модулем объемного сжатия, а а являет- 
ся коэффициентом линейного расширения 


КАН В = За К. (16.4) 


Разрешая (16.2) при К==со относительно деформаций gij, полу- 
ЧИМ 


ὃν 
bie T τοι Pa ir T ; (16.0) 
где pE 
Eep nE ν οπής, (16.6) 
ʻA +p 2 (A+ μ) | 


Е называется модулем Юнга, у — коэффициентом Пуассона. По- 
стоянные À, и называются константами Ляме, причем u= G назы- 
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вается также модулем сдвига. Между упругими постоянными * 
(только две из них независимы) имеются соотношения 
Г. peo а а Е 
рб, КЕ и, 
а 3 3 (1 — 2y) 
jig νΕ 
(+s) (1—2) ` 


Bce модули упругости (À, u, E, К) имеют размерность напряже- 
ния, у — величина безразмерная. 

Закон Г ука (16.5) записывается (при ϑ--0, т. e. при постоян- 
ной температуре To) обычно в виде 


(16.7) 


ξῃ, — ΕΓ |σῃι ---ν (022 -+ 033)]) 26ια = σα, 
А. 
Я [022 — V (σεν + 01:)],. 2223 = 023, (16.8) 
1 
| Ες. “- т у (61, + τον 283, = BP ESI τς 


Все соотношения и 1)— (16. 8) при малых деформациях справед- 
ливы в любых ортогональных криволинейных координатах, так 
как относятся к малому прямоугольному параллелепипеду. 
Внося значения Oi; (16.2) в уравнения движения в декартовых 
координатах | 


дх; 


дот; 
-----ρ(Νι--Ψ)--0 
_ и учитывая выражения деформаций через перемещение и 


περα τα ди , ди; | 
H 2 ( дх; T дх; ). πια, 
получим 
0 ‘au; 
UTR a a o. (i = 1, 2, 3), 
ὁ Ἂς д? 


(16.10). 


или в векторной форме, пригодной для joban системы координат: 
(À -+ p) grad div u + pA u -+ Po F = pp — -+ Pgrad Г. (16.11) 


В изотропном твердом теле теплопроводность подчиняется закону 
Фурье (Л — коэффициент теплопроводности) 


* Правильнее было бы сказать «константами упругого тела», однако тер- 
° МИН ο μόδον постоянные» широко распространен. 
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q = — Л grad T (#=—А y (16.12) 
дх; 
и поэтому из соотношения 
| Pos + Ч di 
94: τ. EN 
на основании (16.1) получаем уравнение теплопроводности 
ôT 20 ANG 
= AA T — ---- 16.1 


Система уравнений (16.11), (16.13) для вектора и и температу- 
ры Т совместна и замкнута. Теплообразованием за счет объемной 


деформации PT, -a в (16.13) часто пренебрегают ввиду малос- 


_ ти; тогда уравнение (16.13) самостоятельно определяет темпера- 
туру T(x, t), и в уравнении (16.11) член Вога@Т представляет 
как бы дополнительную известную массовую силу. 
При T=const система (16. v3) называется уравнениями ABHKE- 
ния в форме Ляме. 
Значения термоупругих констант некоторых твердых тел даны 
в табл. 5 (при нормальных условиях) 


Таблица 5 


С, | А, 


Материалы я сы ν aS 5 ккал ккал α, К-! 
кгс.К | см.с К 

ЖЕЛЕ οἱ ες; 2,1 .108 | 0,28 | 7,86.10- | 0,113 |0,161.10-3 И,2-10-5 

ых 1,1 -106 | 0,34 8,93. 10-3 0,093 |0,920.10-3 Ι1,7.10-5 


Азюминий . . a e 1 0,75:10 1 0,34- 2,7. :10-5 0,217 | 0,504-10-3 |2,6.10-5 


Коэффициент Пуассона v для металлов близок K 0, 3, а вообще 
заключен в пределах —1<у<0,5. При v< —1 из (16.7), (16.8) 
следует, что @<0, т. e€. положительным сдвиговым` напряжением 
(например, 0\2>0) соответствуют сдвиги в обратном направлении 
(=12<0), энергия сдвигов становится отрицательной. При v> !/z 
имеем К< 0, и, значит, такое же положение возникает с объемны- 
ми деформациями. При ν-»0,5 величина Κ-»οο, а так как в теле 
действует конечное напряжение O, то это возможно лишь при 
θ-χϑαϑ, т. 6. когда материал является механически несжимаемым, 
‚а только способен получать тепловое расширение. В этом случае 
произведение К (09—39) становится неопределенным, и’ потому 
функция о должна быть принята за новую неизвестную. 

В случае несжимаемого материала закон Гука записывается 
в виде 
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оз = σδι; + Зи (e — 008), © (16.14) 


и уравнения движения принимают вид 
grado + и A u+ оЕ = р-н + на grad T. (16.15) 


К ним добавляется условие несжимаемости_ 
div u— δα = 0. (16.16) 


Система (16.13), (16.15), (16.16) становится замкнутой INA U, о, Г. 
Существование положительно определенной формы — ΠΟΤΕΗ- 
циальной энергии 


Аи 298 


14 = (0—30)? +p (tu -p 88s) (16.17) 


обеспечивает существование и единственность решения при пол- 
ных граничных условиях (13.33) или (13.36) или смешанных. 

Однородное тело называется анизотропным, если упругие свой- 
ства его различны по различным направлениям, т. е. соотношения 
‚между ij и &;; (мы по-прежнему рассматриваем малые деформа- 
ции) определяются тензором упругих «постоянных», компоненты 
которого изменяются при преобразованиях системы координат. 
Такими свойствами обладают кристаллы и конструктивно анизо- 
тропные тела. Среди. последних, например, стеклопластики (тела, 
образованные густой сеткой стеклянных нитей, скрепленных раз- 
личными полимерами (смолами)), многослойные фанеры и Ap. 
В случае конструктивной анизотропии предполагается, что малый 
объем dV содержит достаточное число армирующих элементов, 
т. е. является представительным. 

Свободную энергию при малых изотермических деформациях 
можно представить в следующем наиболее общем виде, содержа- 
щем 81 константу: 


pop = const -+ --- Eija вии. (16.18) 


Из условия симметрии тензора £ij= 8j; следует, что без потери 
общности в (16.17) можно положить 


В тп — Sij, nm» Eii, mn: = Ей, mn, (16.18) 
T. 6. B (16.18) содержится 36 независимых упругих констант Eijmn. 
Кроме того, из условия πον... SE В a следует еще 15 


᾿ 95:7 Einn = де; ; 
соотношений 
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Ей тп — Emn.ii, _— (16.19) 


и, таким образом, всего остается 21 независимая упругая постоян- 
ная. Закон Гука в этом наиболее общем случае упругой анизотро- 
пии имеет вид 


ao _ Θροψ κ 
a де; ; 


sk Ей E22 F Eij,23 €23 + Eij,31 891 + Etj,32 890 + Eij,33 8зз. (16.20) 


Вследствие симметрии #; и Oij, T. €. учитывая (16.17), (16.18) из 
(16.20), конечно, можно получить шесть б-членных формул, в KỌ- 
_торые войдет 21 независимая постоянная Е; тп. 

Число констант для каждого частного типа кристаллов или 
вообще частного вида. ‚анизотропии уменьшается в соответствии с 
имеющейся симметрией. Из (16.20) следует, что если мы произве- 
дем ортогональное преобразование системы координат (х;\, по 
отношению к которой написана связь (16.20), то для Е+; ти Полу- 
чим тензорный закон преобразования. Пусть преобразование KOOP- 


динат X; имеет вид X; = l;;Xj. В новых осях 
Dij = Eij,mn Emn; ; (16.21) 


‘используя формулы преобразования 


И, тп Emn = Ей, и 811 + Вил 812 + Ей, 1з 81з + Ви, 21.81 + 


σι = lig li Oki 81 = lim bin Emn’. ἕρᾳ — тра Emn 


H соотношение Op; = Ей ро, ΠΟΠΥΠΗΜ 


pP? 


Επι πίε Ви (16.22) 


р nG 


т. €. Е; пи — действительно тензор 4-го порядка. | 
Симметрия свойств тела означает, что для определенных (т. е. 
заранее известных для каждого тела) преобразований координат 
(не обязательно ортогональных) ‘конфигурация повторяется и IQ- 
тому упругие константы не зависят от этих преобразований. 
Например, в случае полной т: как мы уже “ видели, 
(16.20) имеет вид ` 


мет --λθδ, ij τίς 2µ6;; = ας ðn, δὲ] Е 2μδ, ni ôni) Emn? 
T Ci l 
Ей. тп == AÔ mn δι; --- 2μδ,ιδη;. (16.23) 


Из (16.22) и (16.23) найдем при. произвольном ортогональном пре- 
образовании 


Ейта = ligljilmplng (бы Öpg + 2μδι, δις) = 
= №00, F 20б, = Eii,mn, 
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т. е. упругие постоянные не изменяются. Обратно, если в ( 16. 22) 
положить Е’; пи=ЁЕ тп, ТО Мы найдем (из свойств преобразова- 
НИЯ limljm= ĝi;), что Eijmn должны иметь вид 


ÖÖ nn: F Caja. 


T. €. содержат две независимые константы Οι H Cz (или Лии). 

Если свойства сохраняются только при некоторых (не произ- 
вольных) преобразованиях координат, то из (16.22) (или анало- 
гичных неортогональных преобразований) находятся соотношения 
между 21 упругой постоянной. 

Анизотропное упругое тело называется ортотропным, если cy- 
ществует такая ортогональная система координат Xi, в которой 
координатные плоскости (точнее, проведенные параллельно коор- 
динатными в любой точке тела) — плоскости упругой симметрии. 
Если в этой системе координат изменить. направление какой-ни- 
будь оси, например хи, на обратное, то упругие постоянные не 
должны изменяться. При таком преобразовании нормальные де- 
формации 11, #22, 833 и напряжения O11, 022, 033 сохраняют знаки 
(так как каждый индекс у Εἰ}, 0:; входит дважды), сдвиги 8142, £13 
и касательные напряжения O12, 043 изменяют знаки на обратные, 
823 И 023 сохраняют знаки. Аналогичные следствия будут при изме- 
нении ‘направлений осей Xz и хз на обратные. Следовательно, в 
рассматриваемых осях нормальные напряжения могут зависеть 
только от нормальных деформаций, касательные же — только от 
соответствующих сдвигов (012 — OT ει» ит. д.), т.е. в (16.20) Е ть 
отличны от нуля для 1=] только при M=nN, а для 1==] — только 
при m=i, п=1. Учитывая условие симметрии (16.19), ‘получим 
закон Гука для ортотропного тела в осях Xi (выбранных указан- 
ным образом) в виде 


6:1 = Ви! 811 + Еи,22 852 + Е!1,33 8889 

05 = Еи,22 811 + E22,22 82 + E22,33 αφ». 

O33 = E11,33 11 + 22,33 €22 + E33,33 894, | 
Oi = 2E1212 812, O23 = 2E2393 E23» σαι = Ε51,31 881. (16.24) ! 


Ортотропное тело называется кубически-симметричным, если 
свойства его (в указанных осях. х;) одинаковы по всем трем Ha- 
правлениям. Поворот этой системы. координат вокруг любой изее 
осей х; не должен изменять констант, входящих в (16.24). Как 
нетрудно видеть, отсюда следует 


Ей = buy = Eas = Cp 
En = Ejas = byas = Со, 


E12,12 = Ε19,18 = E23,23 = C3, 


199 


Глава IV. Классические теории. Аэрогидродинамика и теория упругости 


и вместо 9 независимых упругих постоянных общего ортотропного 
тела остаются только три: | 


Oii = С1 811 + Ca (822 + £33), 


e A (16.25) 


Если потребовать сохранения свойств (констант) KyŐHYECKH- 
симметричного тела при повороте системы (х;), отличном от pac- 
сматриваемых выше, то получится еще одно соотношение между 
C1, C2, C3: 


Cı — C = ας; 


т. 6. тензор упругих постоянных в любых ортогональных коорди- 
натах будет иметь вид (16.25), причем 


λ = Со, u = Cg. 


Система уравнений движения ‘анизотропного упругого тела на 
основании (16.20) замкнута для вектора перемещения U. 
Теплопроводность анизотропных тел, как и линейное расшире- 
HHE,’ вообще говоря, различна в разных направлениях. Для всех 
тел, как отмечалось раньше, --ῃἷν :T ŒQ, т. e. в декартовых KOOP- 
S — 
 динатах — 0; 
Xi 
CHMOCTH mia, тепла q от grad T имеем 


oT 


> 0. Отсюда в общем случае линейной зави- 


qi = — №) (16.26) 
ΟΧ; 
причем: скорость возрастания энтропии теплообмена 
О ος ολα --αἳ-. (16.97) 
ey дх; дх; * дх; 


. 
$ 


положительная однородная квадратичная форма относительно 
ОТ | 


Ох; 
коэффициентов теплопроводности λε; можно считать симметрич- 
ОТ 


. Без уменьшения общноети выражения (16.26) тензор 


ным (так как 9"" — скаляр, — вектор, то по обратному 


i 
признаку следует, что Aij — тензор) 


№} =, (16.28) 
Свободную энергию единицы объема анизотропного упругого 
тела ‘при малых деформациях и малых отклонениях (равных 9) 


от постоянной температуры Го можно записать в виде, аналогич- 
HOM И l): 
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Pop = Ao — SiT + -y (Erim eienn — З0Виви — т 9η], (16.29) 
0 


откуда аналогично (16. г 


ð ρος Е 
нЕ = So + Вне: + ~ $, (16.30) 
оф 
τ Г -- 


Следовательно, связь между Oij, ij T будет 


LUT ие = ϑβ;,. т: (16.80 


Oi; == 
061; 


J 


Поскольку Oij—EijmnEmn — симметричный тензор, TO В:; также 


симметричен | 
Bi; = Pj: - (16.32) 


-и является тензором коэффициентов температурных напряжений. 
Разрешая (16.31). относительно деформаций, получим 


ΚΗ — = ij, mn (0 mi ΠΝ Pian 9), я. (16.33) 


Где 6: тп — тензор, обратный Е+; тп. Как видно из этих формул, 
тензор ĜijmnBmn — тензор коэффициентов температурной - дефор- 
мации анизотропного тела. Из (16.33) следует, что ненапряженное 
анизотропное тело (0;;,=0) может за счет равномерного нагрева- 
ния получать не только объемные, но и сдвиговые деформации. 
Замкнутая система уравнений динамической термоупругости 
анизотропного тела получается для и и Т из соотношений 


τ ðu; 0 Pos i Pa pi 
STREE “ἘΝ. EEE а E ES 
а r A 
причем последнее уравнение (теплопроводности) имеет вид 
ôT T `_ бен | | 
С ест. a 16.34 
Po δέ. T. дж; ὂχ; ο Pis δέ t ) 


Граничные условия совпадают C изотропным случаем. 

Применение этих уравнений возможно как к собственно ани- 
зотропным телам (кристаллам), так и к конструктивно анизотроп- 
ным. В последнем случае сетка «арматуры» должна быть доста- 
точно густой, и все рассматриваемые величины (температура Г, 
поток тепла 4, деформации, напряжения) являются средними в 
некотором смысле. Понятия средних могут быть уточнены на осно- 
ве опытов с образцами, в которых создаются «однородные» усло- 
вия, или из теоретических соображений, которые специфичны для 
конкретных моделей тела. | 
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$ 17. Нелинейная теория упругости 


В нелинейной теории упругости сохраняются все основные 
предположения линейной теории упругости, за исключением пред- 
положения о малости деформаций; последние могут быть произ- 
вольными. Ограничимся случаем. изотропного тела. 

Компоненты деформации gij в лагранжевых координатах 
(Χι---Χὶ) выражаются через компоненты метрического тензора gij 
соотношениями 


δι] = δ, -- 2g;j. | ; (17.1) 


Следовательно, как уже отмечалось в ὃ 6, сам метрический тензор 
также является тензором деформации, т. е. деформация тела впол- 
не определяется его ковариантными компонентами. Метрический 
тензор, как и тензор 6, определяется законом движения частицы 
x= x (x, ἠη--φίχ, 9... С 

Инварнанты тензора gij относительно ортогональных преобра- 
зований начальной системы координат х==х; а как 
коэффициенты кубического уравнения |δι]--λδι;| =0, их обозначим 
через а, b, с: 


a 0 
_  @=8и07 = ба + ва +t Ess E 
\2 
b = 1/20 Birku) ε--Ε-ἰξιἰ-- ἐξ) 


Уравнение |5;;—^6:;| =0 получается при определении главных де- 
формаций (8 6), и в обозначениях $ 6 получаем A= 8х, 


=la В = lp С = lgs (17.3) 
Ниже метрический тензор, выраженный через его компоненты gij, 


будем обозначать G, единичный тензор, выраженный через ĝij, 
будем обозначать E 


gr? 


ЧАШИ E= (δῇ (17.4) 


и С называть тензором деформации. Тензор деформации G= (gij) 
при #=0 имеет значение (°—=Е== (δι;). 

Выпишем разложение тензор-функции < от тензора С (и еди- 
ничного ÈE) 


о αὶ 5, ο 15) 


Этот ряд может быть свернут на основании тождества Г амильто- 
на — Kenu. Собственные (главные). значения тензора 94; (а, λα, Аз) 
удовлетворяют кубическому уравнению (17.2). Можно непосредст- 
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венно проверить, что и тензор G= = (gu) Po n этому урав- 
нению, т. е. 


— 6+ aG? — bG + εξ =0.. (17.6) 
Это значит, что имеет место тождество 
Вии тиВ и; = тб т: — 69-Е Οδι], | (17.7) 


где а, b, с — инварианты группы (17.2). Умножая (17.6) на G, 
получим рерурраатную формулу 


| G! = aG!— — bG!— + cG. e AO) 
Следовательно, соотношение (17.5) приводится K виду 
FG Е --.ρΕ-Εαι(--2ιο’, -. о (179). 


где Zi — некоторые полиномы от инвариантов а, b, с, определяе- | 
мые характером тензор-функции . Поскольку контравариантный 
тензор δ!) согласно (17.1) есть тензор- функция gij, значит, он тоже 
представим в виде (17.9) — | 


ε!--- Γη... ιοί 
t] 


Формула (17 9) показывает, что три тензора Е, G, G? образуют 
` полный базис. Значит, три любых линейно-независимых тензор- 

функции тензора (σι) также образуют полный базис; в частности, 
таковым является базис . 


= (6), ᾱ-(εη, би. (17.1) 
a базисы могут быть построены и с помощью TEH- 
зора деформации 


21 = gij — Ôj. (17.12) 


Определенное удобство представляет базис, получающийся 
дифференцированием инвариантов а, b, с (17.2) по gij ИЛИ ПО gij: 


ET E a 5, (αἱ =Е 
ogi; 2 де;; | 
bi =- бра, (9) =В 
ὅθι] 2 ὅθ; j 
á дс 1 дс ‚; i 
οἰ] --- ---------- = Я : (627) = 60-1. 17.13 
ος a a Де") =g (17.13) 


Тензор напряжения, являющийся по предположению функцией 
тензора деформаций и температуры, в этом базисе представим в 
виде Ὅς 


903. 
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S = 2p (9 E+ BH pe gG) p =, = (17.14) 


или через контравариантные компоненты $ 
Sti — Эр ρε οἰ 7 bti + po — 
=pl аа 
811 | δε] 


где ра, Yo, фе — некоторые скалярные а. зависящие от ин- 
вариантов, а, b; с и параметров u (температуры T), определяемые 
физическими свойствами твердого тела. Эти три функции мы бу- 
дем считать заданными: 


Pala, δ, ο, ΤΊ, Pala, δ, ο, T), pela, δ, СТ). (17.16) 


Следовательно, (17.15) ΠΟΠΗΟΣΤΡΙΟ определяет связь между TEH- 
зорами напряжений и деформаций. В действительности для обла- 
сти больших деформаций упругих тел, таких как высокоэластиче- 
ские полимеры, эти функции изучены еще слабо, и их определение 
представляет всегда сложную задачу для экспериментатора. 

Существование потенциала внутренних сил доказывается на 
основании двух предположений относительно идеально упругого 
анизотропного и изотропного тела: 1) функция рассеяния w*ôt= 
—0165—6’О равна нулю, т. € | 


=} (17.15) 


Ν 


55 = >S , | (17.17) 


3 


2) компоненты тензора деформаций вместе с температурой яв- 
ляются полной системой независимых параметров состояния час- 


ТИЦЫ. 
При этом свободная энергия, являющаяся скалярной pyuh 
состояния 


u — sT = Ņ (£;;, т), . (17.18) 


будет потенциалом для тензора напряжений Sii. Действительно, 
из основного термодинамического соотношения ($ 11) 


| р (54 + 6δΤ) = SË 6=,, $ (17.19) 
следует Ki 
j dp dp 
2] сть — ——— 
S о P 5 Ὅτ (17.20) 


Таким образом, если известна только одна функция состояния — 
свободная энергия ψίει;,, Г), то не только определяются энтро- 
OHA $ и внутренняя энергия U 
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а И Не. 
ОТ ОТ 
но и становится известной связь между напряжениями и AARO 
мациями. 
В случае изотропного тела ф зависит только от скалярных ха- 
рактеристик деформации, т. €. от инвариантов а, b, с 


p = Ņ (а, b.i bi hse, b, CsT) = 2, 


u (a, b; c, T) =p- T2. = (17.22) 


Следовательно, из (17.20) получаем снова соотношения (17.15), 
причем оказывается, что три входящие в них скалярные praen 
не являются независимыми, а выражаются через y: 


= æ ay ayp 175 
---- -----,. p =, .23 
Pa да ? Po ðb Pe ΡῈ ( ) 
т. е. между ними должны существовать соотношения 
_ да Ον да _ де д _ д ta 
ðb да .᾽ δε. ба дс ðb’ ( Е 4) 


которые могут быть проверены в опытах. 

Действительное приращение работы внутренних сил в изме- 
няющемся объеме У тела постоянной массы (dM=pdV) за вре- 
мя dt равно. 


δΊΨ = | Зав, αἵ = | --- ЗИщеррау. 


Оно и при условии (17.23) не а полным дифференциалом, как 
H его работы в объеме единичной массы ,. 


S Чей) = puda + ψμάδ + ipade, 
tj | 


поскольку полное приращение \ за dt Ἐνῷ 


— de;; — зат. 


Но в случае изотермического процесса Paean это будут пол: 
ные А 


-de= dp, δ — ат, Wr= | ρψαν + const. (17.25) 
| E | 
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Аналогично — в случае адиабатического процесса; при этом 
6’) =0, и потому из (17.17) имеем s=const, вследствие чего 


S de; = ἀ(φ -- «ΤΤ-- du, ба, 
W, = f pudV + const. (17.26) 
у i 


Работа внутренних напряжений в единице массы и во всем объеме 
тела будет за время dt полным дифференциалом во всех тех слу-. 
чаях, когда в процессе деформации обеспечивается какое-нибудь 
соотношение между функциями состояния, приводимое к виду 


F(s; 1)=0 


т. е. дающее определенную связь между энтропией $ и температу- 
рой Г, так как при этом 


-$ di = db + s(T)dT =d (4 È saT), 


ΔΎ =aW,, №, = (p (p + | $4Т) 4 + const. (17.37 
у 


Если существует потенциал напряжений (17.20), то существует 
_ и потенциал деформаций. Обозначая 


P SSI (17.28) 
имеем из (17.19) > 
ὃψ + sôT = δύδει. ἡ = 8 (3) — 8,05”. 
Если введем термодинамический потенциал ΄ | ; 
Φ(δ’, T) -ϕφ-- δύει; =и—5Т— = δύο, (17.29) 


и предположим, что за независимые параметры приняты Г, Sti, 
то получим . | и 


— 2,1634 = δῷ + sôT, (17.30) 
откуда | 
δῷ дФ 
о ее (17.31 


Коэффициент теплоемкости Cv при постоянных деформациях 
(δει;--0) определяется из условия Ô'Q=pc ôT = pdu (T, £i;). Fale: 
довательно, на основании (17.21) имеем 
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. 2 τῶ 
се ЕР у СНЕ. _ (17.32) 
ôT ôT? 
A ðu (T, Sİİ) ; 
налог ИЧНО МОЖНО ΠΟΠΥΠΗΤΡ Ср = TR š Отсюда следует, что 
azp 92 (511, 
-----«0, ΕΣ σὸς 0. 
от < > 


Уравнения движения изотропного упругого тела в перемеще- 
ниях получаются подстановкой закона упругости (17. 19) при 3a- 
данной функции ф (=:;, Г) в и (10.11) 


9? i п\. 
p (Z x) = © (АА 3"); (1539) 
д Ис, 2 επ τος è 


Система (17.33) при заданной yŅ (si; Г) и заданном поле тем- 
пературы T(x, Г) замкнута относительно перемещения и или век- 
тора х=х-Ри согласно (17.20). 

Если поле температуры неизвестно, то используется закон 
теплопроводности, определяющий поток тепла 4 через градиенты 
температуры (11. 17). 


ИЕ И 
9 А = (17.34) 
и баланса энтропии (12.12) 
О μοι; μή), Ϊ _ (17.35) 
ot Δ: .Ὠκ' дх! 


причем в изотропном случае Aii= Agt. | | 
Граничные условия для основных задач в перемещениях или. 
напряжениях имеют вид ($ 13) 


х=х; или $, = при Ф=0, : (17.36) 
а для поля температуры | 
T:= Ty или бу =0 При Ф=0. 


Все уравнения теории упругости могут быть записаны в эйле- 
ровом пространстве на основании преобразований $ 9, 11 Drao- 
нала (17.14). 


‚ Глава У 
СРЕДЫ СО СЛОЖНЫМИ СВОЙСТВАМИ 


Механические свойства жидкостей и твердых тел, не обладаю- 
щих совершенной упругостью’ и вязкостью, настолько перепле- 
таются, что для тех и других нередко используются одни и те же 
соотношения между напряжениями и деформациями, и в этих слу- 
чаях основные дифференциальные уравнения МСС для них совпа- 
дают. Важный пример таких сред представляют полимерные ма- 
териалы (смолы, каучук). Технология их производства охваты- 
вает область жидкого и твердого состояния, причем упругие и 
вязкие свойства являются существенными. Поведение металлов в 
технологических процессах и в конструкциях в зависимости от 
‘диапазона температур определяется вязкими, вязкопластическими, 
упругопластическими или упругими свойствами. 

Установление связей между напряжениями и деформациями и 
замыкание системы уравнений производится методами, изложен- 
ными в $ 11, 12. В ряде ‘случаев поле температуры T предпо- 
лагается известным, и потому уравнения МСС становятся замкну- 
тыми только на основании связей (St — eij). 


$ 18. Близкие модели сред 
со сложными свойствами 


_ В этом параграфе рассмотрим формально близкие между CO- 
бой модели сред со сложными свойствами; конечные деформации 
будем рассматривать только в декартовых ортогональных эйлеро- 
вых координатах (Xi), малые же деформации — в: ортогональных 
декартовых лагранжевых координатах (х;). Компоненты тензора 
напряжений в обоих случаях будем обозначать Gij, скорости Me- 
формации — Vij, деформации — Εἰ], девиаторы отмечать волной 
сверху 


О; =0;; σδ;;, σ-- 1/30 Ô; j» 
ее ; ᾿ до; до; 
ση; --υ];-----ἀἰγύδ,,, πο Е 
9 2 0χ; ΟΧΙ 


$ 18. Близкие модели сред со сложными свойствами 


Существенную роль будут играть также вторые инварианты де- 


виаторов Oij, Vij причем квадратные корни из’этих инвариантов 
будем называть модулями девиаторов и обозначать 


оу 2. 
«Έλι» у 35,- 


- —И (911 — 022)* -|- (O22 — 0зз)* + (633 — 01)? Ae 6 τ; + 023 НЕ 031)» 


0 γ aio y ЗИ бы ый +... . 


В излагаемых ниже теориях разработаны эффективные методы 
решения задач и вариационные принципы ($ 13). 

1. Нелинейно-вязкие стабильные жидкости в простейшем слу- 
чае отличаются от рассмотренной ранее классической жидкости. 
тем, что коэффициенты вязкости зависят от тензора скорости де- 
формации и температуры. Для изотропной нелинейной вязкой не- 
сжимаемой жидкости, как и для классической, девиаторы напря- 
жений и скорости деформаций пропорциональны: 


0:1 --Ώμο,, = Эмо. 0: _ (18.1) 


Возводя левые и правые части этого соотношения в квадрат, 
получим 


μῶν; 


Е (18.1 
μ Тр. (18.17) 

и, следовательно, 
| σι; --σδ,, --9μυ,,. ᾿ (18.2) 


В классическом случае ньютоновской несжимаемой жидкости 
коэффициент д при T=const постоянен. В рассматриваемом здесь 
случае коэффициент вязкости u есть. некоторая функция инва- 


риантов о и /зь, однако такая, что σ-»0 при 0—0: 
σ--Φίυ, T) µ--μ(ο); Ὅμ(θ]--0 при 9-0. (18.3) 


Эта функция находится из опытов на сдвиг и обычно не зависит 
OT Ív, а только OT V H T. 

Соотношение (18. 1), справедливое как для классической, так 
и нелинейно-вязкой жидкости, можно трактовать как условие 
совпадения направлений тензоров оз; и Vij, и потому оно означает 
векторное (тензорное) свойство среды. 
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Πποπάδηο тому как направление вектора а определяется единич- 
ным вектором а==а/|а|, также говорят о направлении тензора 
Tij, характеризуя его так называемым ров οφ ανον тензором. 
Ζ΄ V PaT гаи ; 

Соотношения между инвариантами называются скалярными 
свойствами среды; таково (18.3). Таким образом, векторные свой- 

‚ ства классической и рассматриваемой здесь вязкой жидкости сов- 
падают, скалярные свойства их различны. 

Работа внутренних напряжений в единицу времени в едини- 


‚це объема при условии (18.1) равна сумме работы девиатора σι; 
и среднего напряжения о: 


К = 0; Vij = (σ;, +06.) (5 ij + div Уи) = 
SE | . м l 1; 
= 0;/0;; e+ -> div v = 0V + 5 divy, 


так как об: = =0`и σ;/δι; --0. 
Следовательно, мощность, Ρ88ΒΗΒ8ΕΜΘ5. внутренними силами в 
единице объема, в случае несжимаемых жидкостей, т. е. при усло- 
BHH | 
| θνν--ῳ,.. (18.4) 
равна произведению модулей о κ ο: | | 

В = σ;ζη; --σο--σ/υ, = po = μοῦ. (18.5) 


Эта мощность полностью рассеивается в тепло, т. €e. wW*= R. Един- 
ственным независимым параметром состояния рассматриваемых 
НЫ жидкостей считается температура Г, и потому 


pdu = 6'0 + Rét, 
ρΤάς = δ΄0 + Rdt, p = const. 
Теплоемкость с зависит OT T, и потому 
du 


ds Sep UF ) с(Т) АТ + const. 
Закон сохранения энергии имеет вид 
| ρο = = —div q + 9μο, (18.6) 
q= — ЛотааТ. 


Уравнения движения ‘б-р (Χι--τω;) =0 при подстановке в HHX 
(18. а), yenonie несжимаемости (18.4) и уравнение (18.6) обра- 
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зуют замкнутую систему для у, о, T, если известен закон тепло- 
проводности, например, q= ενω grad Fr раничные условия совпа- 
дают с условиями классической теории. 

2. Идеальная изотропная жесткопластическая среда Сен-Вена- 
на — идеализованное несжимаемое твердое тело, а сле- 
дующими свойствами: 

1) компоненты девиатора ара ениВ ах по модулю, 
причем если 

м Е 


Об == т 


то тело’ остается жестким (скорости деформации равны нулю), Ha- 
пряжения неопределенны; 


2) если в какой-либо области тела V0, то выполняется усло- 
вие пластичности, т. е. 


0х — οἷ == const, (18.7) 


> σ) (011 = Ou = Os, l (18.8) 
где о; — константа материала, называемая пределом текучести 
при растяжении (при данной температуре); 

3) при пластическом течении векторные свойства тела совпа- 
дают с векторными свойствами вязкой жидкости, т. е. определяют- 
ся соотношением (18.2). 

Опыты над многочисленными квазиизотропными материалами 
показывают, что чисто упругое их состояние, определяемое рас- 
смотренными ранее свойствами и соотношениями (16.8): 


| 1 | 
ваз = > [би — У (@ + 0зз)], +> ан бк. т 


существует лишь при очень малых деформациях до тех пор, пока 
интенсивность напряжений Ou<0Os; условие начала пластических 
деформаций σι-Ξσε называется условием пластичности Мизеса. 
Ранее Кулон и Сен-Венан принимали аналогичное условие в виде 


Tmax = T n ono и 


где Tmax — наибольшее по модулю из главных касательных на- 
пряжений (8. 45) 


__ 91—02 ска 8 —08 __ 0—0 
Έχο;-- ‚› ‹ T23 = ‚› Tg = и 
2 2 £ 2 
Соотношение (18.9) называется условием пластичности Кулона — 


Сен-Венана, т; — пределом текучести при сдвиге. Равенство 
τ. =0/V3 получается из (18.8), если рассмотреть ‘случай чи- 
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стого сдвига (02== —01, σα--0) и вместо’ (01—02)/2 подставить Ts. 
В $ 8 доказано, что отношение Tmax/Ou отличается от постоянного 
числа не’более чем на 7% (при любых значениях 0:;), и потому 
условия (18.8) и (18.9). близки. | 

В области пластического течения из (18.1), (18.2), (18.8) имеем 
связь между σι; и Vij 


σὴ = oô + m, ος (18.10) 


Uu 


Внося эти выражения в динамические уравнения Oij,j+Ho (Xi — wi) = 


=Q, получим замкнутую систему уравнений для вектора скорости 
У(Х, t) и среднего. напряжения O(X, t), если добавим условие He- 
сжимаемости div у=0. | 

Другое определение рассматриваемой среды при условии 
(18.8) получим из предположений: 1) свободная энергия Yp (при 
условии несжимаемости) зависит только от температуры 


ψ--ψ(Τ), з=—4(Т); : (18.11) 
2) работа напряжений полностью рассеивается 
o; vidt = ор, АЕ = = w*dt > 0 (18.12) 


(причем равна нулю только при Vij= 0); 9) девиатор напряжений 


σι; зависит только от тензора скорости деформаций. 


Из условий 2 и 3 и изотропии. однозначно следует _векторное 
свойство (18.2) (так как &* — инвариант и, значит, OijUij — инва- 


риант тензора Vij, т. €.‘Oij=ÅVUi;). 

Если температура переменна, то из опытов известна зависи- 
мость σε--σε(Τ). Учитывая закон теплопроводности Фурье и счи- 
тая коэффициенты теплоемкости с и теплопроводности À постоян- 
ными, уравнение теплопроводности (баланса энтропии) получим 
в виде _ 


ρο--- — AAT HOV, (18:13) 


Динамические уравнения, условие несжимаемости и соотношения 
(18.8), (18.10) составляют замкнутую систему для у, о и T. 
Значения σε для сталей при нормальных температурах (даже 
до +300°C) колеблется в зависимости от содержания углерода 
и лигирующих элементов от 2. 103 до 2:10: кгс/см?. В области тем- 
ператур от 300°C до температуры плавления (1200140056) os 
сильно падает, например в десять раз при температуре около 
1000°С. В области повышенных и высоких температур существен- 
но проявляются‘ свойства ползучести, т. è. течения с некоторой 
скоростью при постоянных (во времени) напряжения. Это свойст- 
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во не отражается условием (18.8), если бз==0з(Т)* но им обладает 
соотношение (18.3). 
3. Идеальная изотропная вязкопластическая среда — несжи- 


маемое твердое тело при конечных пластических деформациях. 


или повышенных (высоких) температурах и давлениях, а также 


некоторые вязкие жидкости, смешанные с твердыми о частицами‘ 


(глинистые растворы и т. п.); для этой среды: 
1) векторные свойства совпадают со свойствами вязкой жид- 
кости (18.1), (18.2); 


2) скалярные свойства обобщены. по отношению к нелинейно- ` 


вязким и пластическим, a Я 


σ,--ο.-- @ (v,), (18.14) 


где Ф — некоторая известная функция, универсальная при раз- 
личных процессах. Всегда Ф>>0, и почти всегда аАФ/4о. 0. 

Это среда, обладающая ползучестью, так как при σι--Οοποί 
из (18.14) получается постоянная скорость ползучести 


ο, = Фе - 6), - | (18.15) 


но не релаксирующая, так как при 9, =0 (т. e. при постоянных 
во времени деформациях) о,==0.==<соп3{, т. е. напряжения не 
уменьшаются. 

Замкнутая система уравнений для такой среды определяется 
соотношениями (18.1), (18.2), (18. ых и уравнениями σι;ηἠ-ρ(Κι-- 
—0:) =0. 

4. Идеальная несжимаемая сыпучая среда — условно-твердое 
тело (типа сухого песка, зерна, гранулированных пород): 

1) являющееся сплошным только. при условии, что вектор нор- 
мального напряжения на любой площадке отрицателен; 

2) максимальное касательное напряжение зависит только от 
нормального давления на соответствующей площадке; 

3). векторные свойства совпадают с (18.1), (18.2). 

Условие 1) в ортогональных я (xi) имеет вид 


где li — направляющие косинусы нормали ν любой площадки. 
Условия отрицательности квадратичной формы (18.16) суть усло- 
вия Сильвестра: определитель |0:;| и все миноры главной диаго- 
нали должны быть отрицательны, иначе говоря, отрицательны все 
главные напряжения. Ἢ 

Условие 2) записывается сложно, так как требует явных выра- 
жений максимальных касательных напряжений через Gij. 

В случае плоской деформации в плоскости (хи, X2) 
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| и 
тах = и ( 1 о 5 -+ 01, 


1 1 
επ κατ Fa 011011 гр а (611 + O22), 


условие 2) имеет вид 
Tmax = F (р), Ὃ (18.17) 


где F — универсальная функция. Например, вследствие сухого 
трения частиц может быть принят закон Кулона: (р) ={р, где 
Г — коэффициент внутреннего трения (тангенс угла естественного 
откоса песчаной насыпи). В этом случае «условие текучести» среды 
будет 
Tmax = ( 011 — 022 у-+% = P στι [ση Ji: (18.17) 
2 2 
Если между частицами кроме трения есть еще и сцепление, TO 
ἕξι (р) =А-Е[р, где k — константа сдвигового сцепления. | 
В общем случае условие 2) можно заменить приближенным 


=F, (р), Зр= оби. (8.177 


Поскольку в случае плоской деформации σι-Ξταιοτὶ’ 3, то функция 
Fi может быть выражена через F 


F(p) = ИЗ F (ο). 


H тогда в случае плоской деформации условия. (18. 75. (18. 17”) 
тождественно совпадут. | 

Напишем замкнутую систему уравнений МСС в случае плос- 
кой ‘деформации при медленных движениях (B уравнениях ABH- 
‚жения отбрасываются силы инерции), учитывая, что p= —0зз. 

Компоненты напряжений 

σιι -F 022 
ον 022, О12, O33 = т: O13 = 053 = 0, 

т. €. три неизвестных очи, 022, O12 находятся из замкнутой системы 
уравнений равновесия 


ὅσιι : T 

------- το та. το e + ох, 0, 
дот». i My 00a -- ох. - са (18 18) 
дх1 ΕΣ 3 | 


H условия (18.17), так как в эти три уравнения вектор скорости 


не входит. Последний же еитея из условия несжимаемос- 
ти (18.4) 
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divy A ea Lo 
Οχι Οχ. 


и вытекающего из (18.2) одного независимого уравнения 


до: 4 Ου» re 4012 GLA ANY (18.19) 
дхо xı στι εν. O22 ΟΧΙ 
В случае постановки динамической задачи система уравнений 
движения и условие несжимаемости обращаются в замкнутую 
систему для вектора скорости У и среднего напряжения O, если 
использовать вытекающие из (18.2) и (18.17) выражения напря- 
жений через у и о: 


арб Ин (18.20) 


Οζ. 


$ 19. Процессы деформации начально 
изотропной среде 


Пусть перемещения и деформации среды заданы в лагранже- 
вых координатах, которые при {= являются ‘декартовой 
ортогональной системой — координат (Xi; Χο, Хз), и пусть 
фиксированной точке М тела приписан какой-нибудь симметрич- 


ный тензор у: например 81}, S= Sij, 61; И т. д. Представим его 
в виде | 
Jij = Ώδι; + Yi 3N = ии. (19.1) 


Учитывая линейную зависимость компонент  девиатора Wij 


(Jijõi=0), введем пятимерный декартов а вектор у 
с пятью независимыми компонентами у» (Е=1, 2,..,5) по форму- 
лам 


Ув = Вы, У: 1 = ВильУь, (19.2) 
где матрица |Ви:;|=Вьл| и обратная |В+ж|]=|Вя»| определены 
табл. 6 значений Вь:;/И 2. Здесь В — произвольный, одинаковый 


для всех девиаторов Yij, не зависящий от времени t параметр. 
Тогда получим * 


Е = Yyy, == y? ($, j= l; 2, 3; К. |, а κ 5 5), 
т. е. модуль девиатора γι μος модулю вектора y (Yr). Обозна- 


ΠΗΜ ΙΥ|--9 и, по-прежнему, И y: 


* На самом деле матрица В:;;ь определена требованием yYy?=y?. 
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y=lyl= Уз =V AF B+ RF AFH, 
y = V= ΝΤ γκι РР A c.a -- Sy + e.s (19.3) 


Следовательно, Y=Y; матрицы |lBri;ll, В»! обладают свойствами 


Γ.Σ В; иВьта = σῶς Ôm 
Вы Ви = бы, @ рт nesha R kR dA a 19.4) 
| Таблица 6 
Процессы деформаций изотропных сред 


11 | 22 | 12 | 23 | 31 
1 cos (+=) — sin В 0 0 0 
6 
са 
2 sin (B+) cos В 0 0 0 
3. 0. 0 Ϊ 0 0 
4 0 0 0 l 0 
5 0 0 0 0 1 


При введении вектора у использован неподвижный (не зависящий 
от {) единичный ортогональный репер ar (Е=1, 2,..,5) 5-мерного 
евклидова пространства Е, в котором два вектора у и Ζ пред- 
ставляются в виде 


у = Уха, Z= 24а, Фа... 0) (19.5) 


и определены обычным образом операции сложения и умножения 
(скалярного произведения): 


| у 2 = (и 2)а,; YZ = ZY = Yki (19.6) 
причем | 
| ERAI Е: 
μα Ε.Π. 19.7 
О В T 


Для всех точек Μι, Mo, ..., М тела репер ак общий. 

Из определений следует, что можно каждому линейному опера- 
тору по времени { над компонентами девиатора {1}; взаимно-одно- 
значно поставить в соответствие тот же ‘линейный оператор над 
компонентами вектора Yk, т. €. если дано векторное соотношение 


2—1) = С.) 110), ^^. {928 
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TO из него следует 


Zij — L (Y;;) = = Cp (t) [^ (у; (19.9) 
и обратно. 

Если в точке М тела задан процесс изменения во времени тен- 
зора {1}, то его шесть компонент заданы в виде шести функций 
авт Yij=ŞYij(t), т. e. согласно (19.1) задано среднее значение 

1 (Г) и все компоненты девиатора Jij y(t). На основании 
f, 19.2) заключаем, что и все компоненты вектора у заданы как 
функции времени, т. €. задан в виде функции времени вектор у (É) 


(19.5). Обратно, задавая вектор γ(ί) и 1(Ё), тем самым задаем 
процесс для тензора Yij. 


Все введенные определения и понятие процесса относятся к 
тензору и вектору деформации | 


3E = Epy в, = EO Не, а, =Выер, Э=аа, (19.10) 
к тензору и вектору напряжений (переобозначим $;;==511) 


Sij = Eg кб E Sij Op = Рыб» 9 = Opah. (19.11) 
Это относится и к всевозможным тензорам. Zij и векторам Z, на- 
зываемым физическими, которые получаются из 81}, Sij с ПОМОЩЬЮ. 
линейных ‘операторов (19.8) по времени t, например еек 
циальных, Не 


πος. ПИН сы 
6} —= у = jj» - Apera 7 = ə, 


= [Α (t, τ) E€; (τ) ат, =Í A(t, т) э (1) di 
to {ο | 


и других. 


Изображение в Ёь: у=у (0, {Ξε =n (t) процесса, происходящего 
в точке М тела, определяется заданием репера в E; и процесса 


1: (Г), т. e. девиатора Yi; (Е) и среднего значения n= yYi;(É) δι; 
в точке М. 


Длиной дуги траекторий 5, называется величина, для а 


ds, = | dy | = Vdy? = odt, 


A Ἔ 24, Ty a -|$ И (19.19) 


0 


причем Vy называется интенсивностью ЕЕ тензора Yij или 
модулем скорости. Вектор у определяет скорость изменения девиа- 
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тора у;:;, N — скорость изменения среднего значения тензора Yij. 
Таким и формулы (19.12”) позволяют рассматривать KOM- 
поненты тензора как функции времени, или функции длины дуги 
траектории. 

_ Задание физического процесса в точке М. тела ($ 11, 13) тре- 
бует задания не только тензора деформации 6, или тензора на- 
пряжений $, или другого физического тензора У, но еще и Temne- 
ратуры T(t) и других нетермомеханических параметров В. 

Траектория деформации э(1) в E5 при данном а» с построенным 
в каждой ее точке вектором напряжения в и приписанными KAX- 
ποῦ точке параметрами (e, J, Fases T, В) называется э-образом 
процесса в точке М тела. Здесь Joe= ее), Фзе = fejni, E= Ekk/3 — 
инварианты а νει преобразований начальных координат 
Xi, $2, ХЗ. 

Для э-образа (19.12”) принимают вид 


ds = | də | = vdt, (19.12) 


Работа напряжений δι; на приращениях деформаций 481; рав- 
на Sijdeij и включает работу сдвигов Sijdeij, полная работа девиа- 
тора напряжений равна 


Такое же выражение работы силы Е получается при движении 
материальной точки по кривой X(t) в механике. . 
‘Преобразования вращения u отражения в Е5 — это линейные 
однородные преобразования вектора Ə и всех у, Z с помощью IO- ` 
стоянной, не зависящей от É матрицы а=|ат„ | и обратной 


a= [бил ||: 
у’=ау, γ--αγ΄, 
| Ur = Ampt p Ym = Aia mi рей. (19.13) 
сохраняющие неизменной длину вектора |y| =уи углы между y ΗΖ: 
| | γ.- yoy γῇ Sy _ (19.14) , 
Ут Un = Gapimni = Ytp = 85. 
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аюда получаем свойства матриц α, a: 
Чт ид = бра» ana, = Ô 
Det (Onn) =| am| =ż+1 (m, п, р, q=1, 2,..., 5). (19.15) 


Здесь 15 независимых уравнений для 25 параметров ἅπαν τ È: 
остаются произвольными десять параметров. 

Такие ортогональные преобразования (как и в трехмерном. 
пространстве) называются преобразованиями вращения при 
| amn | = +1 и отражения — при |@тж | =— 1. 

Физические процессы 89({) и 8’ (2) =аэ в точке М тела различ- 
ны, что следует из (19.2). На основании (19.2) и свойств (19.4) 
можно доказать, что преобразование поворота системы координат 
(х:) в точке М тела, определяемое тремя параметрами (углами 
Эйлера), есть частный случай преобразований вращения, а изме- 
нение угла В, которым определяются коэффициенты в (19.2), — 
частный случай преобразований отражения, а именно однопара- 
метрическое отражение. Ясно, что э-образ Е OTHOCH- 
тельно этих двух преобразований. 

Из (19.13), (19.4) ‘дифференцированием по t на основании 
(19.15) получим ` 


Iy оду, Ч а: αὐ =ds„, (19.16) 


> , ; а’ у d'y’ 
уу =оу,, (у)? = G yS y= 


рт. $ Г = 0, l, =. 


Таким образом, длина дуги 5, и все производные вектора у по 
времени É по модулю сохраняются при преобразовании вращения 
и отражения, т. е. внутренняя геометрия траектории вектора у (1) 
в Е сохраняется. 

Так как 


LY, [Ух [08 (у,у.) = Y,Ys = Yr Уз == | Y7 | Уз | cos (ууз), 


TO 
[У,[= 17|, cos (у,у.) = s (уз), (19.17) 
следовательно, для векторов 
У, У: = ЧЕ γο = σύ У, и 


при преобразованиях вращения и отражения сохраняются их. 
длины и косинусы углов между ними. Длина дуги и кривизны . 
‚всякой траектории э({) в Es — это естественные независимые 
знутренние параметры 
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ds =|də| = vdt, v =s, E EL A E TE E 
4: ds ds s dt 
29 12 У 2 ; ΧΦ 

ре т πο. ονᾶ. (5-5). <- (9-18) 

ds? ` gá | dt? -ds ds j 

„Рассмотрим косоугольный репер 

м o 4 

о аа (99 


ds ds? 


В E; траектория э (t) =э(5), s=s (t) кроме длины дуги H глав- 
` ной кривизны xı =x, выражающихся формулами (19.18), имеет 
еще три параметра кручения (x2, X3, жа). 

Ортогональный единичный естественный репер р» (k= 1, 2, ..., 5) 
строится из векторов косоугольного базиса 9; (k=l, 2, ..., 5). Пять 
формул Френе с двучленными правыми частями имеют вид 
(xo= x; = ! 


Pa = — 4ni Pai H Xaaji {ι-1,3,....5). (19.90) 


и позволяют выразить любую производную вектора э по $, начи- 
ная с шестой, через ри, P2, ..., Ps, т. €. через пять первых: 


> a 5 В = i, 2 Eie о, στ (19.21) 
ds ds т = 6,7 ... по M не суммировать 


где Аш, зависят от χι (1=1, 2, 3, 4) и их производных. Формулы 
(19.21) называются тождествами размерности. Поскольку диффе- 
ренцировь.ние по $ и по Ё связаны между собой формулами (19.18), 
то (19.21) могут быть переписаны для векторов 


Ipekah О Е, м (19.22) 


причем Аш» `зависят от $, χι (1=1, 2, 3, 4) и чх производных ΠΟ É; 
существенно, что векторы 9; (Е=1, 2,....5) алгебраически линейно 
независимы, т. 6. при любых числах 6» суммы 6ьэ.520, кроме 
b= Q. | 

Если дан какой-нибудь вектор Ə; (t), то процесс, т. e. вектор 
ə (t), находится интегрированием | 


t τ. PA | 
a (#==э( = | dr, | dr eee | 2r (Ta) ἄτι 
0 


0 0 


следовательно, в качестве базиса можно взять любую пятерку век- 
торов, например, Ək = (э%, Э1, ..., Э4). 

| Произвольный вектор Z, в том числе о в E; можно предста- 

вить через его компоненты в базисе Əz: 
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в — Дэ, (Δ--0, 1; 3, 3, Δ). (19.23) 


причем это — тождество, если ÅF выражены через o и 8} формула- 
МИ \ ; : 


ΑἹ --σθ’, ϑ’ϑί =6, = (19.24) 


где э* — контравариантный базис. 
Базис (19.19) для представления 5-мерного вектора может быть 
заменен любым другим, построенным`на основе 8, например 


t 
η; = ur DaN пр, ΒΙ (92) 


если ‘функции времени №, (Г) заданы и линейно-независимы; тогда 
(12.23) заменяется на 


= А (k= Ι. ος ος δι (19.95). 


Если ввести смешанный базис из производных по É OT Ə и с, то 
будет справедливо соотношение 


Са = D,3 (z= 2, m=0, 1, πι; 


которое при определенном выборе С, D будет тождеством, так 
как шесть векторов в Eş линейно-зависимы. При этом, например, 
2,=1 и входят только вторые производные. 

Тело называется начально изотропным, если существует мо- 
мент fo, при котором его начальное состояние в декартовой CHCTE- 
ме (х) характеризуется только единичным тензором второго ран- 
га — константой E= (ôi;), δε-δ) с (i, |—=1, 2, 3) и тензора- 
ми других рангов вида 


Dij: Dida ô, j О Е тб» ве (19.27) 


Все соотношения между физическими функционалами для изо- 
тропного тела ‘должны быть ковариантны относительно ортого- 


^ 


нальных преобразований ἃ начальной (лагранжевой) системы ко- 
ординат (х) в теле: 


: a nare i у = A ; 
T O e E СЯ 


x =@x:x'" =a xi, x? = x’? : αἰαὶ -- δες; 


aa +ga E: ajar в. a ege > (19.28) 
при этом ᾱ- const, T. €. не зависит от времени H координат. Тен- 
ЗОрЫы δι}, Eijs Sij, 51}, ... Yij „. преобразуются по формулам 

— —^ ^^ й т n ld r ’m ’n 
Y :aY' : у; = Qi Qj Yman, Yij=@i Qj Yman (19.29) 


221 


Глава V. _Среды со сложными свойствами 


и относительно преобразваний (19.28) имеют каждый три инва- 
рианта: 


΄ 1 9 
Faiy = Ук», Yey = Ш» Fy n z (Fiu Th Foy)» 


΄ 89 1 [3 Е 
зи = YikYkjY == 3Y 3y + 75 Язи = Sius Узи =| Ys |; (19.30) 
пара тензоров у;, Zij имеет еще смешанные инварианты 


F sora Ур» ἃ ρας и Ут те» His = Yi тату» (19.30) 
тройка Y;j» Zij) 6z; имеет, кроме (19.30), еще один . 


Fa PER Dinamie . | (19.30”) 


Вообще группа из М тензоров yi; (п = 1, 2,... N) приводит к TEH- 


зору второго ранга с компонентами Ух в виде произведения и 
линейному инварианту 


У И И, РУ. (19.31) 


_ Тождество Гамильтона — Кели (17.6) для любого ‘тензора 
Z= (24;) 


τν Fil? — 9.2 Su fsz E 
Ζῃπιξριπξπ] = 1.2 im? mj — faz Zij Е за δι; | (19.32) 


~ 


позволяет любую изотропную функцию тензора Z представить 
трехчленом типа (17.9) 


F(Z, В =2 -- α:Ζ +22, (19.33) 


ГДе Zo, 21, 22 — функции инвариантов 12s #›., #з». Следовательно, 
любую тензор-функцию М тензоров можно представить в виде 
суммы, содержащей по каждому из них выражения типа (19.33), 
затем — типа (19.30’”) и, наконец, типа (19.31), причем каждое 
слагаемое будет содержать ‘входящие в функцию тензоры в CTE- 
пени не более второй. Коэффициенты суммы будут функциями 
инвариантов типа (19.30) и независимых смешанных типа (19.31). 
Поскольку всякий девиатор на основании тождеств размерности 
(19.22) можно представить пятичленной формулой типа (19.23) 
или (19.25), то для изотропного тела девиатор любой тензор- 


функции тензоров И} может быть преобразован к такому же NATH- 
членному виду, например к виду (19.23); коэффициенты 4* при 
этом будут функционалами по { (или по $) инвариантов тензоров 
Yj» тензоров мет Yi, ускорений и! ит. д. 
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Основной постулат МСС утверждает, что задание процесса в 
точке М вполне определяет все физические функционалы ($ 11). 
Поскольку процесс в точке М тела определяется единственным 


тензором деформаций би скалярами Т, В ($ 11), то (19.23) будет 
представлять функционал-девиатор состояния, если коэффициен- 
ты А* из опытов будут найдены как функционалы 6, инвариант- 
ные относительно преобразований (19.29). Например, для anann- 
тических процессов ΑΞ (k=1, 2, ..., 5) должны быть определимы 


как инвариантные функции 6 и всех производных ΠΟ Í от 6. Пер- 
вые инварианты всей группы производных тензоров выражаются 
через инвариант EijÔij = Ekk: ` 


τ т. 
8:10; ; = κι, &, 6; Е т, JÔ = Е (19.34). 
Девиатор &;=г:;—влб6и;/З и его скорости, ускорения, ... имеют BTO- 
рые инварианты, входящие в (19.18), (19.20): 
а 21 (5)? - 
αυ = βρει; =V == dt 9 Yw = Ejj = κ᾽ (5) ... (ХЕХ), 


Я". SEn πει. δῶν Ra Ra) (19.35) 


Все они выражаются через производные всех порядков по време- 
ни от пяти внутренних характеристик траектории э(1) в E5. Третьи 
‘инварианты имеют вид (19.30”), где Yij, 24;, Gij есть производные 
девиатора &:; различных порядков, Е 


т. т, т. 


— ^^ 


Fam = Вивьен, m=0, 1, 2, 3, 4,..., ` (19.36) 


не выражающиеся операторами по É от S, жи... ха, т. €. новые HH- 
варианты преобразования (19.29). и смешанные, в большинстве 
своем выражающиеся через (19.35), (19.36). | 
Весь набор третьих инвариантов (19. 36) и смешанных обо- 
значим Е 

$. а κ п. 


— 


Fa = (Fyt) Vij =% Ζη--έῃ, ζι--ξι,... (19.37) 


Следовательно, основной постулат MCC применительно. к Ha- 


‚ чально изотропным средам приводит к уравнениям состояния 


(19.23) и 
Yis = Sjj =E Su = А, i, j= 1l, 2, 8, (19.38) 


в которых А, А* суть физические функционалы параметров (19.34), 
(19.35), (19.36) ‚ т. e. | 
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t= At [s (т), κα (τ), т № (т); Yel), T), P; Ys (Tli 
As Als), ..., Fa Oli | (19.39) 


или, что то же, к (19.25), (19.26) и другим изоморфным (19.28), 
т. е. получающимся из (19.23) формальными а ны на 
основании тождеств размерности (19.21). 

Выраженный в виде формул (19.23), (19.38), (19. 39) HJIH HM 
изоморфных основной постулат МСС для изотропных тел был 
назван общим постулатом изотропии и действительно полностью . 
отображает свойство изотропной среды в физическом простран- 
стве, так как ковариантен относительно преобразования (19.28), 
(19. 29) системы координат и тензоров Yij в теле. 

Из построения 5-мерного пространства Es ясно, что при более 
общих ортогональных преобразованиях компонент вектора у, а 


значит и компонент девиатора и;;, в виде (19.13), т. e. при орто- 
гональных преобразованиях репера ar, k=l, 2, .... 5, пятимерного 
пространства Es все параметры — аргументы, входящие в скобках 


(19.39), кроме L, — являются инвариантами значительно более 
общих, чем (19.29), преобразований репера а» в Es (19.13) и ca- 
ми выражения законов (19.23), (19.38) ковариантны относительно 
10-параметрических преобразований (19.13). Как уже отмечено, 
преобразования (19.29) и связанные с заменой Bri; в (19.2) при- 
надлежат к (19.13) и являются соответственно трехпараметриче- 
скими и однопараметрическими вращениями и отражениями. 
Свойства некоторой среды определяются частным постулатом 
изотропии (или просто — постулатом изотропии), если А, AÈ 
(19.39), а значит и коэффициенты всех изоморфных (19.23) выра- 
жений функционалов состояния, не зависят от группы «третьих» ин- 


вариантов %3, т. €. они ковариантны относительно полной группы 
преобразований репера а» (19.13), (19.14), (19.15) в Ев. В этом 
случае не только физическое пространство, но и пространство Es 
изотропно; э-образ физического процесса сохраняется при всех 
вращениях и отражениях в Es, если в соответствующих точках 
траектории сохраняются значения параметров: гв» (1), T(t), В(К. 

Опыты показывают, что свойства очень многих сплошных изо- 
тропных сред в области сравнительно малых деформаций и мно- 
гих — при больших деформациях определяются постулатом 
изотропии. Эта особенность настолько сильно упрощает экспери- 
ментальные исследования физических функционалов начально 
изотропных сред и законов в виде 


© = 4*э,, ΑἹ == ΑΕ [5, X, Sie Ἐν В], 
Fıs =Als, κ, Fis T, В, % = (%1, Χο, и, %4), (19.40) 
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что становится возможным прямой метод решения краевых задач 
МСС без знания аналитических представлений скалярных функ- 
ционалов A, AÈ, но с помощью некоторых универсальных (не зави- 
сящих от типов краевых задач) экспериментальных установок *: 
При исследовании свойств новых сред естественно исходить H3 
постулата изотропии и после выяснения степени точности (19.40) 


ставить задачу учета влияния инвариантов %3. Такое влияние в 
области больших деформаций имеется, например, в нелинейной 
теории упругости ($ 17): формулы (17.15) можно привести к виду 
(19.23), но в (19.39) явно войдут третьи инварианты (19.36) при 
тео Г.Е, 

Основные характеристики степени сдвиговой деформации H 
сложности изотермических процессов в точке М тела — это длина 
дуги 5 (19.12) и главная Я .ι--χ (19.18), развернутые Bbl- 
а: которых 


- ( V330 = (ντο, dt, 


to 


PE AI AE A η ο 
И он, — (viji) 


<. 


рт Е 3) _ (19.41) 


показывают, что они на основании результатов $ 9 легко преобра- 
‘зуются к эйлеровым координатам, если Vij понимать как компо- 


ненты девиатора скорости деформации, а Vij заменить на Vij. 
В представлении (19.26), требующем существования только вто- 
рых производных по # от 9 и с, более удобны функционалы (πο t) 
зависимые от Χι, Χρ, Χα, X4 инвариантные в Е5 характеристики тра- 
ектории нагружения | 


g αι αζθ]' s tel "φῶ χε dlo] 
ERT nr A lda | ’ πε ΕΣ 9. — |σ] ἆα › s 14| ° 
(19.42) 
причем idna Dirt] коэффициенты С», Dm — функционалы πο { 


_функвий (19. 48), <т=Ь а также fie (или $15) и T(t), В(т). 


* Возник . в тебрии пластичности и назван «СН-ЭВМ»: СН — машина на 
сложное нагружение, ее различные э-образы, ЭВМ — электронно-вы- 
числительная машина. 
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„ Условие ковариантности общего функционала состояний 
S= Я [8] относительно преобразований (19.29), τ. e. сохранение 


его вида при замене 5=а5’, ὅ =a ξ΄’ означает, что  удовлетво- 
ряет функциональному уравнению 


_9 [αὐ] =аЯ [У]. | (19.43} 


ПР. (12.23), (19.25), (19.26) с коэффициентами вида (19.39} 
удовлетворяют уравнению (19.43). 


$ 20. Малые упругопластические деформации‘ 
; начально изотропных твердых тел 


Если напряжения в начально изотропном твердом теле огра- 
ничены условием пластичности (ἃ 18), то под действием нагру- 
30K при Ou<0Os оно обычно ведет себя как идеально упругое 
($ 16). Ниже имеются в‘виду металлы и сплавы при нормаль-_ 
ных температурах, но многие другие тела обладают такими же 
свойствами. Под действием больших давлений р>о. объем дефор- 
мируется упруго и даже линейно, так что связь между инвариан- 
тами θ--εδιι и ЭЗр=р—0.:0:; определяется объемным законом 
Гука: | 


о а И 
δ: = =j = От, ΖΕ} = i, i -L Uji. 


При этом предполагаются лишь небольшие изменения темпера- 
туры, при которых предел текучести σε и модуль К не изменяют- 
ся; для сталей, например, 9—=Т—Го может изменяться на 200°С. 
Давления р порядка или меньше о. не влияют на К и’о., хотя 
при больших давлениях увеличение р сопровождается ростом Os- 

Деформации сдвига остаются обратимыми упругими только 


при с,<о., причем связаны с девиатором о; = 0: Рб; законом 
Гука 


σ;; = 208. | (20.2) 


При σιΞεσ: связь σ!;--Ε!; (σ--3) становится сложной, нели- 
нейной (ἃ 19), однако свойства тел остаются склерономными, 
т. е. в них нет явлений ползучести и релаксации. Это значит, что 
вместо времени Í может быть взят любой параметр À, монотонно 
возрастающий πο t H определений последовательность состоя- 
ний вещества. 

Соотношение Di~ Zip принимаемые в современной теории. 
пластичности, могут быть приведены к чому из следующих дву- 
членных типов. 
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Тип 46—43: 


da Nia =N È Р) “д. (20.3) 


причем Ми P— функции длины. дуги $ H параметра р 
ЦИИ Qe ИЛИ функционалы 9; ΠΟ 5 или по É: 


N = М ($, qe), P =P (s, qe), ds = |də]| = V Eien (20.4). 


ədə 09... Ejjdeij 


Тип də ~ ἆσ: 


ИВ в ΠΤ я ` (20.5) 


причем Ми Р— функции длины дуги Σ и параметра На трУЕНИЙ qo: 
ὋΝ ΝΣ, 4), P=PÈÈ, qo), ах = pdo | = би õi, 
Фо = oda δ e r SEn (20.6) 


σάΣ dÈ σάΣ 


Теория малых упругопластических деформаций (у.л.д.) OCHO- 
вана на свойствах процессов простого нагружения-разгрузки, ко- 
торые с большой точностью реализуются в теле, если его Harpy- 
жения-разгрузки просты, т. е. все внешние силы, произвольные 
по координатам (х), во времени возрастают и убывают пропор- 
ционально одному общему параметру à. В Е для каждой’ точки 
М тела такой процесс изображается движением конца вектора э 
вдоль какого-то своего луча и POOMI 


в = Вэ, ij Κε Вер; | (20.7) 


причем В — функционал единственного независимого параметра 
Je (20.4) по длине дуги S. 

Обозначим qe (5) =4 и назовем алгебраическим модулем Oe- 
формаций при простых нагружениях- разгрузках величину 3a, CBA- 
занную C 3 H 9($) соотношениями о 


45 
‚5 
, BR TAN 
= f q(s')ds'; 9--|91|. (20.8) 
RE £ 
Пусть Po — определенный постоянный единичный вектор на траек- 


тории э($). Тогда, очевидно, при простых нагружениях-разгруз- 
ках 
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9 (s) = 9, (5) Po ᾿ ‚ (20.9) 


Алгебраическим модулем напряжений σα назовем величину, οπρέ- 
деляемую равенством 


0P, σ--ἰσ,|. = (20.10) 
Из (20.7) находим выражение В: | 
B=- =o qk. (20.11) 
Эа Эа | 


Поскольку Θα — известный функционал q(s) (20.8), задача опре- 
деления функционала В сводится к определению функционала 
σα[4]. 

Свойства функционала пластичности В и его представление 
для каждого материала при заданной постоянной температуре Т 
могут быть установлены в опытах на кручение тонкостенного 
трубчатого образца моментом Мьр. Единственные отличные от Hy- 
‘ля компоненты тензора напряжений и деформаций 


М 9 φί 
с Όριι--βις-----. 
οπΚ2ῃ. τν τ R 


935; = 91а: (а) 
где К — средний радиус, h — толщина стенки, d — длина трубки, 
ф — угол закручивания трубки на длине l. 

Выражения основных величин через O12, #12: 


8 ᾿ 

а а σ 
σ, --σο]/2, э=ез И = [96 45'. B= 4. (6) 

0 3 
На рис. 20.1 показаны результаты испытания. Так как направ- 
ления кручения равноправны, картина в первой и третьей четвер- 
TAX одинакова. В пределах участка ОА, Oa=2G3a (—9.<9Э.<3.,, 
= V 1,5e,). При движении от точки А. к А; и далее зависи- 
ΜΟςΤΡ определяется универсальной кривой активной деформации 
Ф (94) ` и 
β--560., q=41. (8) 


а 


3 i ποπ ᾿ 
Если в точке А! (э.=9=эа) уменьшать деформацию 3a, то напря- 
жение будет убывать по прямой А!А; с наклоном 2G, т. e. для 
‚ пассивной деформации | 
l Я 
9—9. = 2G (Эа — 9.) 
HJIH i 


$ 20. Малые упругопластические деформации твердых тел 


где э, = И Ι,56., г, — константа материала (у сталей —10-3). При 
дальнейшем уменьшении ϑα кривая 4.4. одинакова с А,А; и Ha- 
зывается участком вторичных пластических деформаций. 


Рис. 20.1 


Ограничиваясь простым нагружением ОА,А, и упругой pas- 
грузкой AAs, закон связи (20.7) можем записать в виде 


= Ф (9) - ΜΠΕ; | 
ES = г =; т, μεν 


Ti — Oh = 90 (в, — H), 2 < 0. — (20.12) 


В общем случае функционал „В [9] строится на основании диа- 
граммы (рис. 20.1) так: параметру $ задаем непрерывно возрас- 
тающие значения от 0 до любого значения <0,1 (пластические 
деформации возникнут при $>9э.) и задаем программу нагруже- 
ний-разгрузок, т. 6. функцию 4 (5) = = 1; например 
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9=1, Kl <s; 9=—1 sS <s q= Hl, <S < Sa., 


(20.13) 
находим 9, (5), т. e. «путь» на диаграмме рис.. 20.1: 
= $ < δι 
9, ($) or Sig 2S — Si LSLS (20.14) 
0 =S — 2(% —51), S2 < S X S3 


Следуя этим путем изменения э. по $, найдем соответствующие 
Oa (S) и Β(5)--σα]ϑα. 

Соотношения (20.1), (20.12) можно записать в общей форме, 
если ввести вместо функций о=Ф(э) обратную ей э=Ф- (0) и 
обозначить отношение 


са ΞΈΞ5Φ ды (20.15) 
σ И: 
Тогда деформацию 8}} можно представить в виде 
Εμ = εἴ) -- εἴθ), (90.16) 
причем | 
1 ὃν 1 {5 1 — 2v ) 
€ ------- 1 O Ао Е б.. — ——0.. — δ, я 
и. 90 бит: ΠΕΝ - 26 ¿j TER Ро, 
и PO) κ... U. LCN 
ей = Рё: (σι; + på) = TG Tij» (20.17) i 
где у — коэффициент Пуассона. Обозначая os = ki 0, из вида’ 


функции Ф(э) и Ф-! (o) (рис. 20.1) заключаем, что при активном на- 
гружении r > 0) φ(σ) =0, o < os, и возрастает вдоль кривой А.А. . 
В точке А, отрезок ОД, представляет полную деформацию виз (Αν), 
отрезок. 00, — пластическую деформацию = (Αι), отрезок 0,4, — 
упругую деформацию #9 (ΑἹ). При разгрузке E £ ο) из точки 4, 

текущая ОМ! деформация 1» состоит из той же пластической εἴ MAG 
плюс упругая О „Mı, τ. е. ei? = = 0}2/2G. Таким образом, на всем пути 
ОА, Д.О. A (и обратно на А.О, Αι) формула (20. 16) остается правиль- 


ной, только на пути 4,0, А, (и 4.0 141) ний деформация 
eP (А) заморожена, т. е. остается равной ερ (ΑἹ) 


εἴ) = τες 3 (о + ptô;;). 
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Законы упруго-пластических деформаций, установленные выше, 
дают выражения напряжений 0:;,=0:,—рб.; через деформации 
ви=ен-+ 1306:;, а значит, и через перемещения и; enrere ABH- 
жения при этом образуют замкнутую систему. 

Теорией пластического течения обычно называется вариант CO- ` 
отношений (20.5) при N =2G=const и P, зависящем от напряже- 
ния о, пластической деформации 


52) = V εἴθ) εἴθ. (0 αρ 


или работы на пластических деформациях 
w= | с4э®), 


но не от дс (20.6). 

Без этих ограничений функции 
Ν, Р исследованы: для процессов 
деформации малой кривизны 
x&h-, где h порядка (3-10) в;; 
средней кривизны х-—Й-!; процес- 
сов в виде «веера» двухзвенных ло- 
маных. 

В точке Οι (рис. 20.1) при раз- 
грузке из ΑἹ; напряжение исчезает, 
при возвратном процессе из Οι в 
А, деформация упругая, точки А! 
и А, — новые пределы упругости в 
состоянии Οι. Такое же явление 
наблюдается и в общем случае в 
пространстве Es. На рис. 20.2 noka- | 
зана сфера радиуса э., внутри кото- Рис. 20.2 
рой деформации упругие (5 =209э). 

Любой процесс ОА,А, сопровождается пластическими дефор- 
мациями (А, — любая точка на сфере) _ 


о a (20.18) 


2G 


Продолжая процесс из Αι, обнаружим, что э(Р) для одних направ- 


лений А Ai продолжают изменяться, но для других А, Ат они оста- 
ются постоянными. Граница, разделяющая область продолжаю- 
щихся пластических деформаций от области, где они «заморо- 
жены», называется поверхностью текучести для процесса ОА. АД! 


Foa = F (9) = 0. (20.19) 
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Существует такое направление разгрузки А! О.А, (рис. 20.2), для. 
которого упругая деформация в точке О; полностью исчезнет, и 
вектор ОО, =э(?) будет представлять замороженную пластическую 
деформацию для перехода из А, в любую точку М. Таким oôpa- 
зом, всякий процесс движения точки M (ə) внутри F =0 упруго 
_ обратим, причем э(Р)=с0п${==э()(А!); вектор O; М=э“ представ- 
ляет упругую деформацию в точке М. 

Постулат пластичности: на всяком замкнутом в Е5 по дефор- 
мациям изотермическом процессе работа напряжений неотрица- 
тельна: 


оны 
Работа давления р = —К@ исчезает, так как —ра@ = К/24 (6?). 


Из основного термодинамического соотношения 0:48; = podp + 
+ w*dt для всякого замкнутого по параметрам состояния 
и (ца, U2, . 9 процесса имеем 


"> 0, А, = È Odei; = poa > 0, 
u 


так как интеграл от dẹp(u) равен нулю. Отсюда, однако, не сле- 
дует (20.20), так как Εἰ; при пластических деформациях не ABJA- 
ются параметрами p, т. €. процесс, замкнутый по :;, не замкнут 
по u, и потому ÅÅ. Если предположить, что при T = const 
и=9®) и 4*4Ё1=049), то получим σ--209{0, в4э)>0. 

Рассмотрим замкнутый по деформациям ‘процесс МТРТМ 
(рис. 20.3), выходящий на dər в точке T за пределы поверхности 
F =0 и потому дающий приращение пластической деформации 
43‘Р). Для прямого MTP и обратного РТМ путей ə одинаково, 
‚ 4э меняет знак на обратный, и потому 


А = | (omr — orm) 4э + | (στρ --- σρτ) ἆϑ. (90.91) 
Ἐπ. ! ΤΡ | | 


Поскольку. ТР dər бесконечно мал, то и изменение στ»--Ορτ 
будет бесконечно малым, и потому второе слагаемое в (20.21) 
может быть отброшено. На МТ упругая деформация обозначена 


y на обратном а HX PASST 
OMT- STM 
ah PAT = dao, 
2G 
и потому 


— д ( daoa = da) | də = аэ®МТ, 
MT MT 


_939` 


$ 20. Малые упругопластические деформации твердых тел 


причем 49) зависит только от dər и точки. T на Я =0, но не от. 
точки М. Следовательно, для любого вектора МТ внутри Я =0 


МТ d3 > 0; | (20.22) 


7 


Рис. 20.3 


но это возможно только при условий, если də(P) имеет направле- 
ние, совпадающее с нормалью к F в точке Г, т. e. 


da = D grad F (9) ам = Ῥινάλ»,. ` (20.23) 
где D — некоторый функционал процесса` OA, и точки T (любой 


на 9), ^— параметр, у»— единичный вектор нормали в точке 
э=эт к поверхности F = 0, | | 


Y = а, \,, №. = 1 (k= I; те. 5). 
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Соотношение (20.23) называется ассоциированным с (20.19) зако- 
HOM текучести, и оно есть частный случай общего выражения 


закона связи σ--9 (19.96), но содержит не пять, а только два ска- 
лярных функционала: F u D. 

Поскольку деформация ə связана с напряжением o þusyye-' 
ским законом э=э[0|, то при такой замене поверхность (20. 19) 
преобразуется к виду 


9-я 9-0 


и называется поверхностью нагружения. 


Теория Прандля — Рейсса получается в предположении, что 


вектор упругой деформации э® =э@®, соединяющий точку Οι с ТГ, 


имеет постоянную длину 
| 3 к 9$ 


те. | 
| 2F = (3—3)? — 35 =0. Ἢ (20.24) 
Отсюда 


ad? т: 
grad F ar 


Из E οιωίόσεις частный вид (19.26) 


d δ аа, 
AA 7 -- +o, |e] =s = const, (20.25) 


а | Е | ; 
где т. неопределенный параметр. В девиаторной форме 


соотношения (20.25) имеют вид 
= G O; --- σριὴν, 011011 = (0°)? г (20.26) 


и представляют шесть независимых уравнений, связывающих ог; 
C gij H À. Присоединяя к ним р=—К@ и уравнения движения 
о (й;—Х: ) 0%... j» nonynaey замкнутую систему. При разгрузке ^=0. 
Заменой О, Oi >; ($ 9) получаем теорию Прандтля - — Рейс- 
са в эйлеровом пространстве для конечных деформаций. 


$ 21. Линейная теория вязкоупругости 


Линейная теория изотропной вязкоупругой среды относится к 
’твердым телам со свойствами, которые в области малых деформа- 
ций весьма близки к свойствам полимерных материалов: нату- 
рального и синтетического каучуков, аморфных полимеров с ма- 
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лыми и большими молекулярными весами и других. В зависимо- 
сти от температуры для этих материалов характерны стеклообраз- 
ные состояния при низких температурах, когда они почти идеально 
упруги, и высокоэластические состояния при повышенных темпе- 
ратурах, когда они значительно деформируются при малых на- 
пряжениях и имеют сильно выраженные временные свойства. 
(релаксацию, ползучесть). Таким образом, все промежуточные 
состояния относятся к области практически распространенных 
температур. Теория. относится и к другим телам как приближенно 
аппроксимирующая их реономные свойства. 

Рассматриваемая среда линейна, т. е. в общем представлении 
функционала < сохраняется лишь один линейный функционал 
ἕξι. Применяя такое представление к девиатору. σι и среднему 
давлению р, получим основные соотношения линейной теории вяз- 
коупругости *: 


о, (t) = ΐ Ге уе, O) = 8, (0—)=0, (11) 


0— 


и 
—p() =f ΤΓιῶ--θ(τ)άτ. 


ὃς 


Функции Γ(ί--τ), Γι(ί--τ), универсальные для данного вещества, | 
называются соответственно ядрами сдвиговой и объемной релак- 
сации. Вместо двух аргументов (t, τ) в них входит лишь разность 
(1[—т), что есть следствие предположения о независимости свойств” 
от начала отсчета времени (ίο--0, &==0). Рассматривая (21.1) 
как интегральные уравнения Вольтерра относительно деформаций 
=::(Г) и O(t) и учитывая их разрешимость (ядра Г, Г, таковы, ‘что 
они должны быть разрешимы, так как задание процесса нагруже- 
ния σι}({}) согласно постулату вполне определяет деформацию), 
получим | | 


г. (f) = K (t ---τ) σι; (τ) άτ, 
0 
(21.2) 


t 
—0 (4) = (K @— Эр. 
0 i 


* т=0_, τ-0, означают стремление к нулю слева и справа; далее t=0 
в пределе интеграла понимать как τ-Ξ0... 
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Соотношения (21.1), (21.2) в качестве частного случая долж- 
ны содержать обычный закон Гука. Мало того, если процесс: де- 
формации или нагружения производить очень быстро в интервале 
0—1—0., то рассматриваемые материалы обладают идеальной, 


упругостью. Таким образом, если деформацию ;; мгновенно 
`’(:-0.) увеличить от нуля до конечной величины :;;, то должно 
быть σι;--2061;. На основании (21.1) это возможно только в том 


случае, если ядро Г обладает свойством 6-функции Дирака. 
Соотношения (21.2) справедливы для произвольного процесса 


нагружения. Полагая Oi; (t) =с::5(, —p (t) =cô8(t), где 4) C — 
постоянные, находим из (21.2) 


в; (= сл К, 0@=сК, (9.. 


Внося все эти значения в (21.1) и сокращая постоянные, полу- 
чим интегральные уравнения, связывающие между собой К и Г: 


(Коге-9 = 80, 
; (21.3) 


К, (τ) Г, (t — τ) di = ô (t). 


Ota ε. 


Легко проверить, что если внести значения 81}, θ (21.2) под инте- 
гралы в (21.1) и потребовать, чтобы последние стали тождествами 
при любых σι;({), o(t), можно получить интегральные уравнения 
(21.3). | 

Теперь можно исключить особенности в ядрах К и Г, полагая 


ΚΘ = 8 ®+КО, 


(21.4) 
T(t) = 268 (t)—T (t), 
τ 2 
Κι(θ = 8 ERK), | 
| | (21.5) 
Г, (В = Kô (t) — Г, (£), | 
где K, G — постоянные, называемые мгновенными модулями, 


К, Г — регулярные функции. Из (21.1) получим. 
| 9836. 
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| 1 το 
Ojj = 2G e;;— | T € — 1) e; (1) dr, 
0 


(21.6) 
t 

— PERNS) Г, (é — 1)0 (τ) ἅτ. i 
0 à 


Из (21.2) получим 
2 г [ки оанове 
(21.7) 
t 
— 0 = e ake [καό--Ὀρίθά.. 
| δε! | 
Интегральные уравнения (21.3) для регулярных ядер примут вид 


t 
K (t) =T (t) + {KOT (t—1t)dr, 
Σ | (21.8) 
К: (1) = Г, (t) + | к.) Г; (Е — т) ат. 
0 


Ядро Κ(ί) можно найти из опыта на ползучесть, после чего 
резольвенту I(t) — из (21.8). Но резольвенту I(t) можно также 
найти из. опыта на релаксацию и проверить соответствие опыта 
и теории. Ядра Κι, Γι определять трудно, так как полимерные 
материалы малосжимаемы. При условии несжимаемости (К=оо, 
div и=0, следовательно, Ε1}-Ξ811), пренебрегая объемной ползу- 
честью (= Fi=0), будем иметь первые из соотношений (21.6), 
{21.71}, 28). 

Рассмотрим случай простого растяжения образца вдоль оси χι, 
когда о; =0 при всех i, j кроме #=]==1, причем =22 = €33 = т 
остальные g;;=0. Обозначая σι--σιι — растягивающее ἀμ μότο 
ние, AHERE YARE из (21.6), (21.7) найдем 


aeren К 
| (21.9). 
г. =“. Ἄ Κ(΄---τ) σι (τ) dr. 
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В опыте на ползучесть быстро прикладывается и поддержи- 
вается постоянное напряжение σι =соп$. и наблюдается рост де- 
_ формации e(t). Из второго соотношения (21.9) находим | 


ποτ 
KIT σφ. '.:'μέ-.’ 


т. е. ядро Κ({) пропорционально скорости ползучести, причем оно 
не должно зависеть от величины приложенного напряжения σι 


(т. е. К одинаково при σι, στ: ἐν κ 

В опыте на релаксацию мгновенно удлиняют образец до де- 
формации = =с0п3{, которая сохраняется постоянной, и наблю- 
дают падение напряжения. Из первого. соотношения (21.9) 
находится Γ(ί). Найденные в этих опытах К (#), T(t) используюТ- 
ся во всех задачах МСС для данного Matenn aa; 


В модели Максвелла принимается Ки ) = -- соп$4, 


ly 
причем постоянная Íp называется г релаксации В этом 


случае второе уравнение (21.9) имеет вид 


| Г 
решая его относительно ΟΊ. найдем 
t "т 


=: | a e, (тат. 
0 


r 


σι = За &, — 


Следовательно, ядро релаксации Г = 2G/t, exp(—t/t;). Ползу- 
честь (σι = const) этой модели идет с постоянной скоростью 
#1==<010$%, а релаксация напряжения (при в =с01п3{) — экспонен- 


циально. За время релаксации Ё напряжение σι убывает 
в е=2,71828 раза. | τῷ 
Соотношения (21.6), (21.7) чаще используются в виде 
t t 
δη (8 = ( RE— Ddl), —p = f R 4—9) | 
-0 | 0 ; 
(21.10) 
о t АР t | 
e; ({) = | Π{{--τ) do; (т), —6 = (TL (t — 1) dp (1), 
ò | 


0 


к которому они на основании‘начальных условий: 
t= 0, Wu =p =; =0=0, 
О (21.11) 
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`В (0) П (0) = Κι (0) П, (0) = 1 


приводятся заменой 


EONS Ku = —R' (t), T, = — Ri (t), 


K) =F (0, K (H =N; (t). (21.12) 


R и П называются соответствен- 
но приведенными функциями pe- “i 
лаксации и ползучести. Относя 
ординаты каждый из кривых 


а, 81 (рис. 91.1) к 9013, 26,3, 
убедимся, что OHH сольются 
в одну кривую, которая и есть. 
функция ползучести П(®. 

При небольших ‘изменениях 
температуры Т=То-+9(Р) функ-_ 
ции R и П в линейной πο ох», 
=; И 9 теории не должны  зави- 
сеть от 9, соотношения (21.10) 
сохранятся, если только объем- 
ную деформацию 6 заменить на 


- г =0— 300. (21.13) 


Для простоты, пренебрегая 


=, (t) 


-Φγ-οοποὶ 


объемной ползучестью, т. e. пола- ` Рис. 21. 1. 
raa Rı(t)=K=const, ΚιΠι--1, 
получим | 
| t 
р = — Кот, σι = | R  —т)4а,, (τ). - (21.14) 
0 


В линейной теории свободную энергию ф следует считать квад- 
ратичным функционалом деформаций и. температуры 9=Т—То 
($ 11). Но Фи θτ----8αϑ являются термодинамическими Napa- 


метрами состояния, gij (t) — внешними параметрами. Следователь- 
HO, MOHO написать для единицы о (p0p = p): 


t t 


τα | c0? 9? l 
tH 02- к t — Ta) ἆ δ (τι) dEr; (τε), 
i 90. 
. (21:15) 
где ὅ» (x, y)=2 (y, x) — некоторая неотрицательная функция — 


характеристика материала. Если ее приближенно можно заменить 
функцией одного аргумента. 
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Piir, РО N (21.16) 


_ то она nerko определяется через R. 
Полный дифференциал p по £ равен 


νο 
αᾧ----( τ ) 49 + Kör do -ᾱ-ρ() | и — το ав t) + 
ἐν я. 
tt |. A | 
dt (Ò P (2t — т, — Ta) d Ej (πι) ав, (5). LIZ) 


Подставляя (21.12) в основное термодинамическое соотношение 
dp $49 = — ра +T; dE; — w" dt E (21.18) 


и приравнивая в полученном выражении коэффициенты при dò, 
d0, deij, dt, находим совпадающие с (12.11) выражения 


о s= — 3a p, 
0 ; 
RS. | 
оО (21.19) 
ΕΤΕΙ 
ο" = — [14 P” (t n ---τῳ) ἀξ, (κο ЧЕ; (ть). 
0 0. 


Предполагается, что рассматриваемый материал, как уже указы- 


валось, мгновенно упругий, Сравнивая σι; (21. 19) 1 и (21.14), нахо- 
дим функцию 


P (2) = R (2). | (21.20) 


Представление ὅ» (x, у) в виде (21.16) термодинамически воз- 
можно, если &*>0 при P =R, τ. e. если R(t) удовлетворяет 
условию ый 


tt- ; 
. w" = —. f È R' (2t — t, — Ta) dei; (τι) 48; (%) 20 (31.21) 
60 


при любых Ei 1 (É), Ej δὲ; Ek Έτ максвелловской модели, например,’ 
E 

οσο ον. ехр [---}: и потому 
f. 


a | В (Е—т)) E | 29 


-. 
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ðt С 
Теплоемкость я р=0 равна Tc второй закон термоди- 


намики 
| ds i 1 
Т = divq + w 
и закон Фурье q=—\grad T дают уравнение ‘теплопроводности 
г. = MAT +u" i ЗаТ, L. (21.22) 


Присоединяя к нему. уравнения движения о(й;—Ё;) =о0;; j, закон 
р=—К divu и выражения (21.14), получаем замкнутую систему 
уравнений для и и Т, причем задачи МСС в рассматриваемом 
случае будут связными, т. е. уравнения для и и Т не разделяют- 
ся, так как в (21.22) входит и через W*; в выражения σι; через 
pasak (div u—3a0) входит температура. у 

Другой способ представления АЕ © дает оператор- 
ная формула 


Рэ = 06, PR 05 (21.23} 
где P, @ — линейные дифоренциальные операторы с постоянны- 
ΜΗ коэффициентами вида. 


п 
ГДЕ 
р У“ О e: (21.24) 
er e та τος 
1 1 
причем т, п — некоторые целые числа, а», Ok — постоянные.. 


С этими операторами при дифференцировании и интегрировании 
по координатам ‚можно обращаться как с числами; обозначая 


2M = > Ее) 


мы из (21.23) получаем «закон Гука» 
σι; = MEn, . | (21.26) 


и М играет роль упругой постоянной G. 
Если для объемных деформаций принять закон Гука --ρ--Κθ, 
то из уравнений равновесия в квазистатических задачах 


би -ЕоР; =0 


получим уравнения Ляме, и потому задача сводится к задаче 
идеальной изотропной упоугости. Если будет найден вектор пере- 
мещения и=и(х, М), то вычисление этой известной функции от 
оператора М можно сделать с помощью некоторых известных ме- 
тодов (Хевисайд). Поскольку (21.6) — общий вид линейной связи 


941 


Глава У. Среды со сложными свойствами 


σι)--Εῃ, следовательно, соотношения (21.23) можно преобразо- 
вать к виду (21.10). 


$ 22. Влияние электромагнитного поля * 


Во всех деформируемых и покоящихся средах в зависимости 
от их электромагнитных свойств наблюдаются более или менее 
сильные влияния электромагнитного поля на движение и макро- 
скопическое состояние сред и обратное влияние движения сред 
на электромагнитные поля. Объекты, реализующие макровзаимо- 
действие электромагнитного поля и среды — это электрические 
заряды среды и проходящие в ней токи, и потому взаимодействия 
существенно ‘различны в средах — проводниках, полупроводни- 
ках и диэлектриках. На скрепленный со средой электрический за- 
ряд объемной плотности ое в электрическом поле напряженности 
E’ B покое действует сила, которую он и передает единице объема 
среды: ре Е”; ток объемной плотности Г, проходящий в той же 
точке среды при наличии магнитного поля с вектором магнитной 
индукции В’, в этом случае (в покое) сообщает единице объема 
среды силу jx Β’/ς. 

Если тот же единичный объем среды движется со скоростью у 
‚относительно некоторой системы координат наблюдателя (эйлеро- 
во пространство), то движение заряда представляет TOK'pPe V; BÈK- 
торы j”, E”, Β΄, ..., определенные в этом пространстве, отличаются 
от 1’, Е’, В’,... в той же физической точке среды, т. €. по их при- 
роде векторы электромагнитного поля j, E, B, =. при: переходе 
от неподвижной к подвижной системе координат преобразуются 
по особым законам, отличным от преобразований векторов, ранее 
рассмотренных. Понятно, что все преобразования в системах ко- 
ординат (декартовых, криволинейных), неподвижных одна OTHO- 
сительно другой, сохраняются для j, E, В, ... такими же, как и 
для обычных векторов и тензоров. Эти особенности электромаг- 
нитных полей связаны с различием физических законов классиче- 
ской механики и теории относйтельности; определяемым пара- 
метром В=о/с (отношение скорости движения к скорости света). 

В классической механике, а следовательно и в МСС, все урав- 
нения ковариантны (не изменяются) относительно преобразований 
Галилея: если вместо некоторого пространства наблюдателя с ра- 
диус-вектором Хх выбрать другое (X), совпадающее с ним при 
1—1 и движущееся поступательно с постоянной скоростью Vo, то 
для движущейся физической точки, определенной лагранжевой 
координатой X при #=Ц и при #>Ы одинаковой в обоих простран- 
ствах (х’==х, так как Χ, по существу, есть «номер» точки), закон 
движения будет иметь вид 5 


* Автор благодарен В. В. Толмачеву за помощь при переработке этого 
параграфа. 
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РЕ x =’ (х,Р) = х(х, ἢ-- Νιί. _ (22.1) 


Здесь очевидна тождественность отрезков времени АГ =аЁ и фи- 
зических отрезков в обоих пространствах: 
ΓΝ, ἃ ох 
ах’ = ах = — dx. 


дх - Οχ 


Уравнения электродинамики ковариантны относительно 60766. 
‘общих преобразований Лоренца, при которых вместо сохранения 
времени и квадрата длины в трехмерном евклидовом пространстве 


dt'? = dt?, ах’? = ах? Baena 


сохраняется квадрат «длины» 454 в четырехмерном пространстве- 
времени Минковского: 


d = è dt’? — ах"? = è dt? — ал, (22.2) 


где с — скорость распространения электромагнитных волн 
(—3.108 м/с). Опыт показал, что (22.2) сводится к (22.1) при 


В = И./с< 1. 

Скорости, обычно рассматриваемые в МСС, малы сравнитель- 
HO C с, даже если они порядка сотен километров в секунду, и NO- 
этому классическая МСС практически не ограничивает условий 
задач. Но учет электромагнитных сил и мощностей в МСС требует 
правильного выражения векторов электромагнитного поля с по- 
следующими упрощениями, 

Инерциальной декартовой подвижной системой ранит 
(ДПС) в точке x=const (точка х пространства наблюдателя) в 
момент { назовем декартову (или любую неподвижную в ДПС, 
например мгновенную лагранжеву), которая поступательно дви- 
жется с местной скоростью V(X, t1) =V (x, ti) в течение малого 
интервала времени ἐι--Δί--ί--ίι!-Δί; окрестность точки X в этот 
период с точностью до малых высшего порядка (и поворотов, ко- 
торыми при использовании специальной теории относительности 
пренебрегают) остается «неподвижной» в ДИС. Местную систему. 
координат, неподвижную в пространстве наблюдателя и совпадаю- 
щую в момент 1[=й с ДПС, назовем MƏC (декартова эйлерова 
система или любая местная криволинейная, неподвижная в про- 
странстве наблюдателя). Преобразование векторов электромагнит- 
ного поля от ДПС к ДЭС и называется преобразованием этих 
векторов от лагранжевой системы к системе пространства наблю- 
дателя, от их значения в «покое» к значениям в системе наблю- ᾿ 
дателя. Ἐν 
_ Лагранжев репер э; в точке X в момент =f] одинаково ориен- 
тирован в ДИС и ДЭС, причем в течение малого интервала вре- 
мени ti +At AORERE неподвижен в ДПС. Следовательно, 
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производные по координатам х’ДПС в момент В выражаются 
через производные по х ($5): 


-ᾱ- Е LAA S, д 
дх А; (х, t). дх’1 ‚ ðx'İ Bi Ey fik əxi E (22.3) 


Для любого скаляра φ(Χ, Г) и вектора Ζ-ΞΖϊ(Χ, Ре; градиент, 
дивергенция и ротор в ДПС-координатах X’ B ‘момент Н имеют 
выражения в лагранжевых координатах” | 

αὶ 


e, ἀῑν’Ζ = Bj ; 
ðxİ 


grad = p! 
(22.4) 


Здесь (а, B, y) — круговая перестановка (1, 2, 3), z? — декартовы 
компоненты Z в ДПС. Предполагается, конечно, что ф и Z опре- 
делены в ДПС; это существенно при использовании специальной 
теории относительности. 

Движение проводящих сред (металлов, ионизированных KHN- 
костей и газов, полупроводников) при наличии электромагнитного _ 
поля сопровождается возникновением электрических токов, опре- 
деляемых имеющимся полем и характером движения. Взаимодей- 
ствие токов с магнитным полем, в свою очередь, приводит к изме-. 
нению электромагнитного поля и к появлению дополнительных 
сил, изменяющих движение среды. В ряде случаев существенными 
оказываются также явления поляризации и намагничивания среды 
в электромагнитном поле. Поэтому возникает необходимость со- 
вместного рассмотрения механических и электромагнитных явле- 
НИЙ. 

`Электромагнитное поле характеризуется напряженностью Е 
электрического и напряженностью Н магнитного полей. Электри- 
ческая поляризация и намагниченность среды характеризуются. 
соответственно вектором D электрической и м В магнит- 
ной индукции. 

Электромагнитное поле в пустоте или в электро- и магнито- 
нейтральных средах описывается классическими уравнениями. 
Максвелла 


ры АЙ 550. 
С. ðt 


(22.5) 
rotH = се УЕ = 0 
οί 


С. 
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В общем случае проводящих, поляризуемых и намагничивающих- 
ся сред уравнения Максвелла во всех системах координат, ДПС, 
ЭС, ... имеют одинаковый вид 


οἱΕ-----------, ἀν Β--0, (22.6) 


Ç 
ratha ji D ανΏ---πρ. (22.7) 
ии ESS ς 01 


Здесь ] — объемная плотность возникающего в среде meere 
ского тока, ре — плотность электрических зарядов. 

Отметим, что система уравнений Максвелла (22.6), (22.7) со- 
держит лишь семь уравнений, так как уравнение div В =0 являет- 
ся следствием первого (векторного) уравнения `(22.6) при соответ- 
ствующих начальных данных. Для неподвижных проводящих сред 
система уравнений (22.6), (22.7) становится замкнутой, если из- 
вестны функциональные зависимости векторов D, В электриче- 
ской и магнитной индукции и тока j от напряженностей E, H элек- 
трического и магнитного полей: при некоторых начальных и гра- 
ничных условиях векторы E, H, j вполне определяются. 

Из (22.7) следует закон сохранения заряда 


δ о (227) 


Вместо векторов D, В часто используются вектор электрической 
поляризации <? (поляризации дипольных зарядов среды) и вектор 
намагниченности Mb, тождественно определяемые равенствами 


р =Е -- 4π6ὂ, 
(22.8) 


B = H -+ 4n M. 


Соотношения (22.5)— (22.8) ковариантны (сохраняют BHA) OT- 
носительно преобразований Лоренца, вытекающих из (22.2), если 
все величины (E, H, D, В, j, ре) выражены в. рассматриваемом 
пространстве (t, x). Задача определения Е, Н для области дви- 
жения среды при некоторых условиях становится определенной, 
а уравнения (22.6), (22.7) — замкнутыми, если pe задана и изве- 
стны законы поляризации и намагничивания, а также возникно- 
вения тока, которые называются материальными соотношениями 
или выражениями электромагнитных свойств среды. . 

Проще всего материальные соотношения (как и уравнения со- 
стояния МСС) выражаются в лагранжевых координатах, т. е. в 
ДПС, особенно для начально изотропных также в. отношении элек- 
тромагнитных свойств сред (изотропных при Е=0, Н=0), которые 
в основном и будем рассматривать. Законы поляризации, намаг- 
ничивания,и закон Ома в ДПС или HƏC имеют вид — 
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4л P = (e — 1) Е’ или D' --εΕ’, | (22.9) 
4n №’ = (u — ПН или В’ =иН,, (22.10) 
| j --σΕ’. :.... (99.18 


Экспериментально определяемые для разных сред коэффициенты 
поляризации (#>—1), магнитной проницаемости (u может быть 
больше ‚или меньше единицы) и проводимости (6) могут суще- 
ственно зависеть от плотности вещества (p) u температуры (T). 
Предположение о независимости коэффициентов от Е’, Η’, 
линейности этих связей, лежит в основе классической электро- 
динамики. Однако связь между M и Н’ для ферромагнетиков 
имеет ΓΝ область линейности и напоминает кривую растяже- 
НИЯ разгрузками образца в упругопластической области 
(рис. 50.1. Для вакуума #=1, и=1. | 

Первое впечатление, что система уравнений (22.6)— (22.11), 
если всюду подставлены E’, H’, ..., замкнута и не зависит от дви- 
жения и деформации среды, неверно, так как ДИС в различных 
точках Хх имеют различные скорости движения и, следовательно, 
приближенно как твердое тело движется только малая окрест- 
ность точки Х в момент й.. 

Векторы электромагнитного поля в местной мгновенной ДПС 
можно выразить через ВЕ. в едином для всей среды простран- 
стве ‘наблюдателя, т. е. в ДЭС. 
| Отметим штрихом сверху все. величины, ‘определенные в ДПС, 

и во всех уравнениях (22.6) — (22.11) всем ‘величинам (кроме e, 
и, 0) припишем штрихи. Эти соотношения отражают ковариант- 
ные соотношения электродинамики в пространстве-времени Мин- 
ковского на трехмерное пространство и время в системе ДПС, Ko- 
торая со скоростью у(х,Ё) движется относительно ДЭС. Без 
штрихов обозначим преобразованные к ДЭС величины. Тогда 
уравнения (22.5) — (22.8) сохраняют свой вид, так как они ΚΟΒ8-. 
риантны относительно преобразований Лоренца. Материальные же 
соотношения изменяются согласно следующим преобразованиям 
векторов Ε΄, Η’, О’, В’, Ги pe, приводимым без доказательства: 


=, y=VI F, =Z, p=, (22.12) 


γρ. -ρ;1-β--γΕ, 1--ριν--]'--(1-Υ(/Θ5, (29.13) 
Е Лия (22.14) 
vH =H —(1—y) (H'$)$—fD' x $ 


Преобразования для D и В получаются из (22.14) заменой E—>D, _ 
НВ, D—E, Β-»Η. Выражения Е’, H’, ... через E, H, ... получа- 
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ются из (22.14) простым перенесением штрихов в левые стороны 
и изменением знака величины В. После подстановки E’, Η’, ..., ]’, 
ρε в (22.9) — (22.11) получаем выражения материальных COOTHO- 
шений 


D =2E— f$ x (H — eB), 
B =H + f$ x (E—uD), p =—, (42.15) 


ру (Евр) = -ZE -+ p$ x B— B° (E8)Ẹ]. (22.16) 


В пространстве наблюдателя эти соотношения и дополняются K 
уравнениям (22.6), (22.7); при заданной скорости движения раз- 
личных точек среды у(х, Г) и параметрах e, u, с внутри области 
определения система (22.6), (22.7), (22.15), (22.16) для векторов 
Е, Н замкнута. 

Отбрасывая. в (22. 13), (22.15), (22.16) малые порядка В? срав- 
нительно с единицей, получаем с большой точностью материаль- 
ные соотношения 


D = eE — (1—2) x H, ’ 
C 


Β.μΗ:1{1--μοϊΟ-.5«Ἑ,. (22.17) 
т 
рр =0(E и x H). (22.18) 
Здесь ре, 1’ — плотность заряда и тока в ДПС, т. e. в точке (x, t) 


в системе, движущейся вместе с физической частицей среды. Как 
видим, в выражении закона. Ома’ (22.18) при отсутствии собствен- 
ных зарядов (ре =0) слагаемое peV в выражении тока j должно 
быть отброшено с ошибкой В? сравнительно с единицей. 

Действие движущейся среды на электромагнитное поле CBO- 
дится к влиянию не только скорости V, HO и температуры H де- 
формаций (плотности о), от которых зависят € и и. 

`Действие электромагнитного поля на среду более сложно: на 
единицу объема среды со стороны поля действует объемная сила 

(пондеромоторная сила) и сообщается мощность Q, имею- 
щие в пространстве наблюдателя выражения 


ΡΕ, = PE + — j X B— fue, (22.19) 


Q, ая 1Ε F (με; 
νε 
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где обозначены зависящие от U, € величины 


ôD ôE ôB ôH 

СА E e eil 

а ΦΧ бх ἃς бх бх ° 
ðD дЕ ‚ ôB дн | 
-Ἔ--..---τῃ--.ᾱ-.;... 990 
= Во тн -i a o ER 


и обозначен оператор 6/6х, который в декартовых координатах 
(репер е;) пространства наблюдателя определяет для любых век- 
торов А, С вектор 


В (A OT e | (22.19”) 
ôx дх; | 


Разность между полной мощностью Q, сообщаемой полем EAH- 


нице объема среды, и мощностью. пондеромоторной силы рЕХ, 
те. | 


AQ, = О, — oF v, (22.20) 


при отбрасывании величины В?Н* сравнительно с Е? равна 


AQ, = oE (E+ 2 x н) -- 


1 dD dB pd | 
лов νος, В 921) 

Ἔ Απ (E dt Pn dt | 8n dt (EDF BID; а, 
где 4/41 — полная производная в эйлеровом пространстве. Это вы- 
ражение получается на основании (22.17) — (22.19) и тождества 


а | 
Е (г) 
а di ax; 9%). «δι 


Первое слагаемое правой части (22.21) в ДПС равно 


σΕ΄' = ыы 
σ 


} 
! 
| 


и, следовательно, представляет джоулево тепло, возникающее за 
счет электрического сопротивления 1/0; второе — совершаемую 
полем работу, причем последнее представляет полный дифферен- 
циал и может быть отнесено к приращению внутренней энергии 
единицы объема. 

Необходимо отметить, что при преобразованиях Лоренца ско- 
рость у считается постоянной, преобразуются время, координаты 
и функции поля. Поэтому при подстановке (22.17) в уравнения 
Максвелла, в вычислениях (22.19), (22.21) скорость V, являющая- 
ся функцией координат и времени, не должна дифференцироваться 
по X,t. Это относится ко всем дифференциальным операторам над 
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электромагнитными скалярами и векторами, содержащими ΜΗΟ- 
жители & или у. 

Уравнения Максвелла (22. 6). (22.7) сохранят свой вид в ДПС, 
если в них внести значения (22.14), причем у и &=уУ/о не диффе- ` 
ренцировать по Х, £: 
ОВ’ 


ее 1% в 
- 


γος НИ ре (22.22) 
c idp: | 7, 


Здесь rot’, div’ означают операторы по координатам X’, которые 
в лагранжевых координатах имеют выражения (22.4). Определен- 
ную трудность вносит входящее в (22.22) местное время t’, зави- 
camee от X, t. Строго говоря, некорректная замена 0/0! на О/удЕ 
совпадает с. Ё={ с точностью до малых порядка В? (1 — универ- 
сальное время МСС); полное преобразование Лоренца от ДИС 
к ДЭС возвращает постановку задачи к пространству наблюда- 
теля со «странным» правилом — не дифференцировать В, & по 
X, t. Эти трудности (отнюдь не в главной части) связаны с тем, 
‘что МСС представлена в классическом пространстве и времени, 
‘а связаны с особенностями ‘специальной теории относительности. 

Уравнения движения и сохранения массы сплошной среды в 
эйлеровом пространстве (10.16). 


Ον . 0V до! 
че ай х к = . ; —- Х, я . τ. 
i ( ôt Er ĝxi ) a AP RTA ее A) 
P dvevy=ð, 


или в лагранжевых НЫЕ (10.11) 


0х 


РВ и’ И. pX, _ (22.24) 


ðt? дхт 
где объемные силы ох и ροΧ’ 


Х= ох, -- Е, 
ᾗ i (22.25) 
о,Х’ κο = ох; -— АоЕ.. 


Первые слагаемые — обычные заданные массовые силы (тяжести. 
и др.), вторые же представляют Не силы электро- 
магнитного поля. 

Например, вектор pF, дан формулами Ча. 19), и компоненты 
его в декартовых координатах эйлерова пространства имеют вы- 
ражения через Е, Н 
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pF} = pF e; =pE -- — (jx B) e; — 


+H 


ἜΝ, | D. y 
Οχι Οχἱ дх ‚ дя 


и ΟΒ Β ОН J; 
8л 


(22.26') 


Поскольку предполагается, что j, В, О здесь заменены согласно 
(22.17), (22.18), причем 


р ðE ν дн де ν ὃ (µε) 

— =€ ue) — - + E — + — x H, 

T A AREN. ) С $ 0x! t Οχ΄ Е С h Οχ' 
ἃς τς ЕН Е ἘΚ Ο οκ ‚ (22.26) 
дж дх дх 


получается система уравнений (22.6), ыы о (22.18), 
(22.23), (22.25), (22.26). Эти ‘уравнения представляли бы замкну- 
тую систему в области движения, если бы напряжения о”) были 
выражены какими-нибудь операторами через вектор V(X, Г) и BeK- 
торы E, H или D, В, т. 6. если бы были известны уравнения состоя- 
ния среды. 

В лагранжевых координатах объемная сила согласно (22.9) — 
° (22.11), (22.19) равна 


pF, --ρΕ' +j’ X В" — ие = PE ---ἑ--Ε’ ΧΗ’ — fpes (22.36 
С 


где Lie может быть взят в виде 


SEE ESA Вы 
dela 6х А. ôx’ ôx’ 


или на основании 53.9}, (22.10), (22.4) представлен через декар- 
товы компоненты 


_ Злие = (E')? σταά' e + (Н’)? grad’ и = (e2 ðe нд “κ Bfe. 


дх! δχί 
(24.26 } 
В (22.26”) pe E — электрическая сила, действующая на заряды 
Pe; второе слагаемое представляет лоренцеву силу, причем 
-- Ῥ Хх H’ 
4π 


называется вектором Умова — Пойнтинга; последнее слагаемое 
представляет силу, возникающую за счет неоднородности в среде 
коэффициентов €g, u (включающую электро- и магнитострикцион- . 
ные силы). При очень малых перемещениях и деформациях (p= po, 


. А=1,Б;>6}) B лагранжевых координатах 
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pF; œ р,Е” + Aaa И — (Н” gradu + Е” grade). (22.27) 
C π 


Система уравнений (22.9)— (22.11), (22.22), (22.24), (22.25), 
(22.26) замкнута, если известны уравнения состояния, выражаю- 
щие напряжения Sii через х, Е, H. Если поле температуры в cpe- 
де неизвестно, то необходимо иметь еще уравнение теплопровод- 
ности, следовательно, ввести термодинамические функции. 

Вопрос об уравнениях состояния и выражении законов термо- 
динамики необратимых процессов при наличии электромагнит- 
ного поля в МСС не имеет однозначного решения. В ряде случаев 
‘предполагают, что связь между напряжениями, деформациями, 
скоростями, температурой или энтропией при наличии электромаг- 
нитного поля сохраняется такой же, как и в отсутствии поля, и 
тем замыкают систему уравнений. В ряде случаев используют при 
некоторых предположениях представление силы pF, в дивергент- 
ном виде 


ΡΕ, = div Šu, (29 98’) 
где ΓΝ πος тензор электромагнитного натяжения, так что динами- 
ческое уравнение приобретает вид 

j ( =. Sa e) = div (Š + Su), 5 {22.28}. 


и после этого полагают, что тензор $-+$.и таков же, как в отсут- 
ствии электромагнитного ‘поля. Эти предположения иногда приво- 
дят к удовлетворительному согласию с опытом. 
Можно сделать следующие предположения: 
l) вклад в макромеханическое состояние электромагнитного 
поля вносится мощностью ΔΩ, (22.21), которую представим CYM- 
МоЙ 


АО = pq;dt -+ 8'А, — dus, pq; =оЕ”, 
δΑ, = -q (EdD + BaB’) u = (DB); (22.29) 
t An [5 р 


8л 
= 2) по отношению к частице единичного объема, неподвижной 
в ДПС, назовем 04» электрическим источником тепла, 6’А, — pa- 


ботой сил поля, Us — составной частью внутренней энергии еди- 
ницы объема; 

3) полный источник тепла (мощность) в единице объема рав- 
но pqs +w* ($ 11); 

4) полная работа внешних сил равна 6’А, + 6’А ($ 11); 

' Ὁ) приращение внутренней энергии единицы объема odu 3a dt 
и приращение энтропии pdS удовлетворяют соотношениям (11.38) 
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pdu = δ’ А + δ΄Α, + pqdt+ &'Qr, — 
pTds = δ΄ 0τ + (w" + pq;)dt, _ (22.30) 
причем | ! 
δ΄Ος = div À grad Tdt (22.31) 


приток тепла за ‘счет теплопроводности; 
6) внутренняя энергия и и энтропия $ — функции (функцио- 


налы) инвариантов тензора деформации 6, температуры T и BeK- 
торов индукции О’, В’. Соотношения (22.30), (22.31) эквивалентны 
термодинамическому соотношению 


о (dp + заТ) = Side; + (Е -+ Н’аВ/) —(w" + pqi) dt, 
pero (22.32) 


и уравнению притока тепла в лагранжевых H эйлеровых коорди- 
натах 


ðS 
RE Agm δ. \ . A(w 
oT 1 = div (À grad T) + w* + pq. (2883) 


Уравнение (22.33) становится уравнением теплопроводности, если 
энтропия известна как функция температуры T и функций поля. 
$, D’, H’. 

Соотношение (22.32) может служить для определения уравне- 
ний состояния, если \ — заданная функция (функционал) nepe- 
‘менных 6 (тензор деформации), T, D, В. Механическое рассеяние 
и* и уравнения состояния во многих случаях находятся методами 
$ 11, если известен функционал ψ; обобщение формул (13.36’), 
(11. 39’ на случай зависимости p от D, В элементарно. 

Если же и, $ — функции 6, Т, В, где В в данном случае озна- 
чает совокупность. (D, В) и w* представляет сумму ($ 15, 18, 21) 


` w*dt = Wřide;; + wdt > 0 (22.34) 
(в вязких жидкостях, например, И =инидИЯ), а 96, =r сумму 
ρφ.αἱ = WpdD' +- М ав’ -. wodt, (22.35) 


то из (22.32) уравнения состояния получают с помощью дополни- 
тельных предположений. Предположение о квазиобратимости (на- 
‘ряду с необратимыми возможны обратимые процессы и т. п.) 
означает, по существу, что в уравнении (22.32)  отбрасывается 
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\ * . * ΄ 
отличный от нуля источник энергии Wo, и после этого все диффе- 
ренциалы: dT, dei; dD’, аВ’ — считаются независимыми. . Тогда 


уравнения состояния принимают вид 


op Sii — Wżi +o dp 
ОТ | де; ; ᾽ 


| a (22.36) 
1 Е’ гы 0y. ; 1 Η’ АН о ор ς 
4π oD 4n : ΟΒ’ | 

В действительности ‘распространено предположение, что свобод- 

ная энергия ф — это сумма чисто термомеханической и электро- 


магнитной энергии из (22.29), причем слагаемые №р, Ув не Υπ 
тываются: 


ράψ = р@фыех + = 4(Е—10” + ив”), (22.37) 


TAE \рмех — свободная (термомеханическая) энергия при отсутствии 


электромагнитного поля. Считая €, и зависящими от T и ὅ, полу- 
ЧИМ И | 


s= Zr L (E p вв), 
ΞΡ 8πρ \ ôT ôT | 
Е ВВ. (22.38) 
ее ὄψμεχ i 1 В 
SH = p — И НЕ D'D’ + —— ВВ’). 
p ОЕ; те 8n [= 081; 


_Если в, и — скаляры, то в (22.38) D'D'=D"?, В’В’=В’?; если же 
(в анизотропном случае) E, и — тензоры второго ранга, то в (22.38) 
векторы 
«θέν ο Omt р, 
| Ш oT | 
скалярно умножаются на векторы О’, Β’. Квадратичные относи- 
тельно О’, В’ слагаемые в (22.38) отражают малые, так называе- 
мые стрикционные, эффекты, могущие быть существенными при 
больших градиентах £, и. Уравнение теплопроводности, замыкаю- 
щее систему уравнений движения, Максвелла, (22.38), получается 
Из (22.33) подстановкой выражения $ (22.38), а в первом прибли- 
жении — просто заменой в (22.33) sœ —Офыех/ОТ, 04» ==юЕ”. 
Преобразования к эйлеровым координатам термомеханических 
слагаемых в (22.38) обычны в МСС, а содержащих D’, Е’ выпол- 
нимы на основанир (22.14) при y=1. 
В диэлектриках, обладающих пьбезоэлектрическими свойствами 
(анизотропных кристаллах, пьезокерамиках) наблюдаются линей- 
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ные связи между S, 6, Е, не содержащиеся в (22.38). Даже в рам- 
ках гипотезы квазиобратимости это. дефект гипотезы (22.37). 
Отбрасывая магнитные эффекты и считая, что заряды сводятся 
только к диполям (следовательно, pe =0), уравнения для Е’ из 


(22.22) берутся при О’= Е’ в виде 
| rot E’ =0, div 0’ =0; 
Е = srad φ, div (Е gradọ) = 0, (22.39) 


T. е. берутся уравнения электростатики из теории электричества. 
При малых деформациях (p= po) и изотермических процессах, 
обозначая 


оф — -EE = FE, Е), | (99 40) 


в предположении квазиобратимости из (22.32) получим (при 
9. —0) 


αὖ = ode — D'de’. | πον 


Ограничиваясь квадратичной формой в разложении ф (6, Ê), учи- 
тывая для анизотропных тел выражение (16.18) для чисто меха- 
нических эффектов, заключаем, что ковариантность разложения p 
требует существования еще двух групп констант вещества: двух- 
индексных — для сверток компонент вектора Ε и трехиндексных — 
для сверток компонент 81; и Εμ. В результате 


eat 1 , , 1 ΄ 
2 = Вити ить — F Ей E; E; — TER Ед jEr. (22.41) 


При этом упругие модули обладают известной симметрией (8 16), 
и второе слагаемое (22.41) представляет положительно опреде- 
ленную квадратичную форму с матрицей диэлектрической прони- 
цаемости (Ей). к 

Подставляя (22.41) в (22. 40), находим уравнения связи $ с 6 
и E, отражающие пьезоэлектромеханический эффект: 


ре , D; = — ἀπ 
ОЕ; k 


или развернуто 
σι} = E iimm — ВиЁь, 
ES Ἕγαο,,. (29.49) 


“Следовательно, == (ЁЕь;) — матрица диэлектрической проницаемо- 
CTH; (Εκ) представляет пьезоэлектрические модули. 


_ 254 


$ 22. Влияние электромагнитного поля 


Для малых деформаций, перемещений и скоростей движения 
диэлектриков системы уравнений механики 

0?и; Οσ;; 1 ди; ди; \ 

ыы == tJ 2.; | ΄ κ : J 


ΕΙ 43" 
τ. δι дх дх, дх; м 


электростатики (22.39) вместе с уравнениями состояния (22.42) 
‚представляют замкнутую систему четырех уравнений для вектора 
и (1, i=1, 2, 3) и электрического потенциала ф. Ввиду отсутствия 
зарядов и слабости токов (0—0) в (22.43) отброшены пондеромо- 
торные силы. Оценку возникающего магнитного поля Н за счет 
слабой нестационарности Е’ и скорости движения ди/0{ можно 
получить из неиспользованных уравнений (22.22) при уже най- 
денных Е’, D’: 


абв = 0, a 

Οἱ 
После. этого можно дать оценку отброшенной в (22.43) пондеро- 
моторной силы, которая должна быть вычислена в пространстве 
наблюдателя. 

‚ Другие электромагнитные эффекты получаются при иных пред- 
ставлениях свободной энергии 1 в зависимости от E, H и закона 
Ома для металлов: и полупроводников различной структуры, Ha- 
пример представления ее-в виде, подобном (22.41) при замене 
Е на Н ит. д. Закон Ома для изотропных металлов и ряда мо- 
нокристаллов, например, при переменном температурном поле 
имеет более точный вид 


E 


j=0(E +014); d= Â pradT, 


‚ где о, @r— скалярные константы или матрицы проводимости и 
термоэлектрических эффектов. 

= До сих пор не рассматривались электромагнитные граничные 
условия на границе двух различных сред; механические граничные 
условия кинематического типа не зависят от электромагнитного- 
поля, динамические же иногда требуют в МСС поправок, связан- 


ных с тензором натяжения Максвелла Sm, который отличен от 
нуля даже. в пустоте, что и говорит о малости этих поправок. 
Электромагнитные граничные условия должны быть согласованы 
с уравнениями Максвелла и опытом. Например, во всех средах 
div Β΄--0; выделяя около границы È двух сред тонкий, охваты- 
вающий обе среды слой толщины 8—0 и вычисляя интеграл 


ви f div В’АУ = | Β΄π4Σ >f (Ban — Вип) аХ, 
AV Σ Σ 
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находим условия на Σ с нормалью п. | 
Δ (В’п) = Bn — Вип = 0, (22.44). 


_т. €. нормальная составляющая вектора магнитной индукции на X 
непрерывна. Аналогично из (22.7), (22.7’) при конечных ое, Ôpeldt 
следуют два эквивалентных друг другу условия 


А (0'п) --0, А =0, : (22.45) 


причем для  илектриков берется первое, для проводников — вто- 
poe, а для их комбинации — любое из (22.45). Применяя формулу 
Стокса (7.47) к интегралу по части того же объема, опирающей- 
ся на малый элемент ΔΣ площади поверхности È, ограниченной. 
малым контуром ΔΙ, от го Н и го Е, на основании. уравнений 
Максвелла получим при некоторых несущественных ограничениях 
на ОВ/01, 0D/ðt, | условия непрерывности тангенциальных состав- 
ляющих H и E: 


Ак) =0: АЕ) =: (22.46) | 
где т — любой тангенциальный вектор на Σίτη--0). Как видим, 
за счет скачка нормальной составляющей векторов Η΄, Е’, j, вы- 


‚ текающего из (22.44), (22.45) Ἡ материальных уравнений (22.15), 
(22.16) или (22.9), (22.10), в ДПС. 


A (E'n) = ( 


τες η E;n, 
ἕο 


1) Hin, A (j'n) = Fe Г) j'n, (22.47). 
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А (H'n) = a > 


[59 


на границах сред могут возникать большие термомеханические и 
электромагнитные эффекты, например большие пондеромоторные 
силы и мощности и другие физические краевые эффекты. 
Применительно к уравнениям (22.39), (22.42), (22.43) пьезо- 
электрических эффектов, используемых для получения токов с по- 
мощью пьезокерамик или других пьезоактивных тел, к обычным 
механическим граничным (и начальным) условиям для решения 
эллиптического уравнения второго порядка (типа уравнения Лап- 
ласа) на границе тела необходимо задание ф или производной от 
Фф по какому-нибудь направлению. Если, например, на paseen- 
ных между собой частях поверхности È находятся проводники с 
потенциалами. Vi =V (t) πα Σι и V =—У( на È, и остальная 
часть окружена вакуумом (или воздухом), то вследствие большой 
диэлектрической проницаемости тела | 


[e [κόπο > с | e| возд 
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граничные условия (22.45), (22.46) принимают вид 


pọ = + V (t) на Σι, №, 
(22.48) 
D'n = Din; = 0 вне Σι, 23. 


Следовательно, при свободной от механической нагрузки по- 
верхности тела ÈX потенциал + V(t) вызывает деформации, а при 
переменной разности И (1) = Μο5ἰπ œt — колебания тела, особенно 
сильные в резонансных режимах. И наоборот, если слабыми меха- 
ническими периодическими воздействиями на » возбуждать резо- 
нансные колебания тела, то на обкладках Σι, Хо возникает значи- 
тельная разность потенциалов + Vosin œt, т. €. в замыкающем ΣΙ, 
». проводе возникнет ток. Такой преобразователь энергии исполь- 
зуется в пьезоэлектрической технике, например, в пьезоэлектриче- 
ских приборах. 

Сильные термомеханические и электромагнитные эффекты 
возникают в телах-проводниках за счет периодических и импульс- 
ных магнитных полей и джоулева тепла. Они описываются приве- 
денными выше уравнениями и граничными условиями и. требуют 
рассмотрения электромагнитных уравнений в теле и окружающей 
среде. 

В магнитной гидродинамике принимают, что термодинамиче- 
ские функции и напряжения 5") не зависят от векторов D, В, cyn- 
тают обычно явления поляризации и намагничивания отсутствую- 
щими, т. e предполагают и=#=1,.и пренебрегают током смеще- 
ния. Уравнения Максвелла (22.6), (22.7) принимают вид. 


гов ------ M dwH=0, 
АЙ. 
(22.49) 
τοί H = - div E = 4πρ,, 
а пондеромоторная. сила pF, (22.19) 
ΡΕ,--ρ,Ε---1χΗ ο 63:50) 
ς ' 


называется силой Лоренца. 

B случае баротропной жидкости, для которой уравнение coc- 
тояния имеет вид P=P (p), уравнения движения и сохранения 
массы 


-£ + grad P (p) = F; ΓΕ, 
ᾱ- | я 
ЖЕ ЕР, -- Ὦ Ρ εἷος Κ΄ καθε 23.51 
--ράϊνν [Ρ0)-[--) ( ) 
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совместно с (22.50), уравнениями Максвелла (22.49) и законом 
Ома (22.18) дают замкнутую систему пятнадцати уравнений отно- 
сительно тринадцати функций V, о, E, H, j. 

При решении практических задач магнитной гидродинамики 
используют различные упрощенные системы уравнений. Ввиду 
малости распределенных зарядов полагают ре =0. В ряде случаев, 
например для сильно ионизированных газов, можно считать так- 
же, что среда`имеет бесконечную проводимость о. При этом упро- 
щения уравнений оказываются весьма существенными. Для бес- 
конечно проводящей среды из закона Ома (22.18) в силу. KOHE- 

ности плотности тока j получим ре=0, o= со 


Е [v x H], | (22.52) 
ς у 
а из первого уравнения (22.7), пренебрегая током смещения, 
и тон. ΡΕ ОВ 


ς 


Уравнения Максвелла (22. ня и выражение силы (22.50) принима-. 
IOT ВИД 
— = то [ух H], ἀῑνΗ =0, 


(29.54) 


pF, ----πτοἰΗΧΗ, 


Стметим также, что для бесконечно проводящей среды джоулево 
тепло равно нулю. ; 

В полученную таким образом. замкнутую систему (22.51), 
(22.54) входит лишь одна векторная ‘электромагнитная функция— 
напряженность магнитного поля Н, уи p 
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$ 23. Основы теории размерностей и подобия 


‘Bce уравнения МСС и граничные условия суть уравнения, CBA- 
зывающие между собой различные размерные величины Qi, среди. 
них — геометрические и механические: координаты и перемеще- 
ния X, и=х—х, время t, скорость у, ускорение W, векторы базиса 
91, массовая Е и поверхностная Р‘”) силы, напряжения физические 
Oij, компоненты тензора напряжений δὲ], деформации gij, скорости 
деформаций Vij, работа А, мощность К, кинетическая энергия К, 
различные механические константы среды — модуль упругости E, 
коэффициент вязкости u и ряд других; термодинамические: TEM- 
пература T, количество тепла Q, тепловой поток 4, внутренняя и 
свободная энергия и, p, энтропия $, рассеяние &*, коэффициенты 
теплоемкости с, теплопроводности À, расширения а и т. д. и Be- 
личины В электромагнитной (E, H, В, D, e...) и другой природы. 

Система единиц CGS необходима и достаточна для построе- 
ния МСС (и всей физики) ‘и содержит три независимых пара- 
метра: длину l (сантиметр), массу т (грамм), время т (секунда). 


Размерности 
H= C, {m =G SS ---αθῃ 


можно рассматривать как действительные числа, для которых 
определена коммутативная операция. умножения H возведения в 
степень, т.`е. определена группа величин Q; (1=0, 1, 2, ...) при 
Qo= 1, размерность которых [@;| равна | 


[9] = Ci αν St BEES o 


причем Ài, μι, Vi — числа, называемые показателями размерно- 
сти Qi. Любая величина Qe называется безразмерной, если 
№=Ще=\=0, т. e. [Q] =1!. Для группы Q; определена размер- 
ность произведения 


[QQ] = [Q] [91 = СИР νετ Ку βρε... (23.3) 


В соответствии со свойствами всех уравнений. МСС (вообще фи- 
зики) операция сложения двух величин, отличных от нуля, опре- 
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делена только для величин с одинаковыми показателями размер- 
ности, т. е. для однородных величин; из равенства | 


9, =0 _ (23.4) 
следует ыы | 
i [Q;] =Q ib № = Àj; U: = Ир VS Vj | (23.5) 
Примеры размерных величин: координата х, перемещение и, 
длина [ имеют размерность С: 


[:1-[.]-[}-ο0.-1,μ-ν-0} 


вектор скорости у, его компоненты в декартовой ортогональной 
системе координат и; =0й, скорость звука в воздухе со имеют раз- 
мерность 


= а о ы09 1 
физическое напряжение Oij, энергия единицы объема Wi: 
[0] = [W] =C 6S? = и=Ьу=—2); 
‘массовая сила F, ускорение м, ускорение силы тяжести g: 
[Ε]--[ν] = [8] --Ο5-} A=1, p=0, v =—2); 
объемная сила pF, удельный вес у: 
[0] = [y] d a A =— 2, p= l, v=— 2); 


кинетическая энергия К, потенциальная энергия И, количество 
тепла δῷ тела: 


[К] = [U] = [69] = C GS? (λ.--9, μ--1, v = — 2); 
Е «кинетическая» температура Έμμα = — ΚΤ (T —B градусах 
Кельвина): 
[Tem] = [К] =C GS? (А =2, p= 1, v = — 3). 
> Opp соотношений: кинематическое соотношение между 
‚у. 


ν ές [v] = ἔνα --- О 
dt dt 


уравнения движения в декартовых координатах K 
: dui Ooij κ -- 0, 
p i H δα) о 
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dvi дот; wa г --9 —2. 
ее] -preas 


связь между внутренней энергией ри, свободной энергией рф, ƏH- 
тропией ps и температурой T в единице объема в системе CGS 
для кинетических температур и энтропии | 


Tum = = АТ, S 


KHH μετ. 


имеет вид | 
p (и — ф— sT) = p (u —ф— STk) = 0, 
и потому 
[pu] = [©] = [65] [Τε] = [ρ5Τ] = CT Ω5-" = [σι)], 
ы=с тв, [u] =] = isd [Та = C? S”, 

и так как [Тк] =C GS; то. [5% | = (25-3 | Ть |= (@-1, τ. 6. энтро- 
NHA Sk в CGS имеет размерность единицы, деленной на массу. 

Преобразование масштаба единиц. Кроме базиса’ (системы 
единиц измерения) CGS с независимыми параметрами l, т, τ 
применяется базис MKS (как и в системе СИ) с параметрами м 


(метр), ть (килограмм-масса), т. (секунда), который отличается 
от CGS только масштабом’ основных параметров: 


= 10-2 т, = 10-3 т, т, = т. _ (93.6) 


Это значит, что времена совпадают, некоторая величина, имею- 
щая l единиц длины системы CGS, будет иметь lm=0,01 l единиц 
длины системы MKS, масса, имеющая т единиц в CGS, будет 
иметь Mp =0,001 m единиц в MKS. Единица длины одного и того 
же отрезка αὖ в CGS равна 1/1, в MKS — 1/т и, следовательно, 


к = 102 PA l/m, = 103 lim, . L/T, --- 


Единица силы в системе МК$ — 1 H (ньютон) = 105 дин. | 
Системы единиц, например ABD с тремя основными парамет- 

рами la, Тв, тр, получающимися из CGS преобразованием Mac- 

штаба основных параметров 


ГДе αι, @2, аз — числа, образуют группу с преобразованием TOJO- 
бия, в которой сохраняются все определения и свойства системы 
CGS (23.1)— (23.5), если обозначить _ 


[la] =, [тв] = В, Кр] = В. (23.8) 


Пусть данная размерная величина выражена через основные 
° параметры CGS и ABD (kı, k — безразмерные величины): 
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Qq = = = Qces = я kı [4 т τη, [ΩΙ] = = См GĦ DVi, 
(23.9) 


A 0 = № А тв’ тр, [9] = Ape: ΕΓ. 


Внося сюда значения (23.7), получим выражение Q2 в системе 
CGS: 


(Qa)cos = = @, = АД ти τν: = Йа т M, 
Е = ko al” αφ a3, 


где k— безразмерный ‘параметр. Так как l, т, τ независимы, то 
| вт == Ан; == м м Вр я (23.19) 


В ar taz ας t. 


Следовательно, в группе базисов с преобразованием подобия no- 
казатели размерности любой величины сохраняются. 
Преобразование структуры единиц трехпараметрического ба- 
зиса. Преобразования подобия изменяют масштаб единиц, но не 
их структуру: длины остаются длинами, массы — массами, време- 
на — временами, а следовательно, сохраняется физический смысл 
всех величин Q (23.9). Очевидно, что для представления размер- 
‚ностей физических величин Q вместо базиса CGS (или другого 
из группы с преобразованием подобия) можно взять любой трех- 
параметрический базис ΒιΒοΒᾳ с‘основными параметрами, полу- 
чающийся из CGS ии структуры: 


Ви == = СИ Gii Stis, 
(23.11) 
b; = b} Lu mirtis, ‘i = 1, 9, 3, 
где b 0 — безразмерные, Si; — безразмерные числа, удовлетво- 
ряющие условию взаимной однозначности базисов BıBəB3 и CGS. 
_Логарифмируя (23.11), получим три уравнения для lnl, шт, шт: 
sa lni +salnm+ ат = Ш (ἑ--1, 9, 3); (23.12) 
ὖ 


i 


поскодЬну b; — независимые размерные единицы базиса В, В», B3, 
TO b; b, H потому ‘базисы взаимно-однозначны. при условии 
Det (5ι;) = LS; 0., (23.13) 


Базис В. В»Вз фиксированной структуры имеет труппу преобра- 
зований подобия (масштаба единиц) 
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δι =œ; b; {ἰ-- 1, 9, 9), 


при которых показатели структуры Sij неизменны. 
Базис CDS (сантиметр, дина, секунда) получается из CGS 
заменой параметров l, т, т на ὄι--ἰ, 6›=Р, бз=т, причем 


ео о. 
И-М ===! 
$12 = 513 = $31 = S32 = 0; S21 = 1; Sog = 2; 


== = — 2 Рис т дин, 


В МСС и в технике применяются различные BBB, например, . 
мы воспользуемся базисом CKS (сантиметр, килограмм-сила, 
секунда) с основными параметрами l, P, τ, получающимися из 
CDS преобразованием подобия αι = аз = l, az = 1,02.10—8, P= 
=~ 1,02-10-6 Р=0,102 М; точнее az= 10-5/6, в =9,81... м/с?. 

Базис CGS с тремя независимыми размерными параметрами 
l, т, т необходим и достаточен для всей теории МСС, но не во 
всех задачах является необходимым. В теории деформаций необ- 
ходим и достаточен только С с длиной l, в кинематике — С$ cel 
и т, в статике сред со склерономными свойствами — СК; и τ. д. 

Но уже в геометрии (теории деформаций) вместо одного 
необходимого и достаточного С с длиной Í в сантиметрах бывает 
удобно ввести еще один (или несколько) независимый параметр— 
длину L с наименованием размерности Do, т. e. ввести базис He- 
зависимых величин CDo с параметрами l, L, где L, например, 
километры. Но при этом для построения геометрии тел, в кото- 
рых малые размеры измеряются в С, а большие — в независимых 

Do, необходимо ввести еще один размерный параметр — констан- 
ту структуры “А с размерностью | 


[A] = СО", A = 10 = 


CM 


и написать закон: =AL. Однопараметрическая геометрия B 6a- 
suce С и трехпараметрическая — в базисе_ CDo с законом l= ÀL 
равноправны. 

Введение абсолютной температуры Т в кельвинах (К) соотно- 
шением T =2Tkun/3k также является примером расширения базиса 
CGS: вместо Tkun, имеющей размерность джоуля (C?GS-2), вве- 
ден независимый параметр ТК, и потому возник новый napa- 
метр — постоянная Больцмана &=1,38. 10-23 Дж/К; поэтому эн- 
тропия единицы массы $, по условию Т.=ТГ»5$», имеет размерность 
квадрата скорости, деленного на К. Аналогичное положение с ко- 
личеством тепла Q тела: вместо измерения его в единицах работы 
(Дж) чаще его измеряют в калориях, ‚т. €. вводят новую единицу 
(кал); но тогда возникает и новая размерная константа — меха- 
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нический эквивалент тепла l: (πα тепла составляет 4,186 (καπ, 
т. е. одно и тоже количество тепла в разных единицах равно 
Окал=@дж/Г; [=4,186 Дж/кал. 

Приведенные примеры показывают, что всякий минимально 
необходимый базис может быть расширен, т. е. введен базис с 
увеличенным числом независимых параметров, и тогда возникают 
дополнительные зависимые. С ‘другой стороны, примеры из кине- 
матики и статики показывают, что трехпараметрический базис в 
частных задачах может быть сужен. Таким образом, в зависи- 
мости от частной задачи МСС базис CGS бывает целесообразно 
заменить другим, упрощающим решение задачи или ее формули- 
ровку. 

Пусть (q) — некоторый и-мерный полный базис для размер- 
ных физических величин Qi, Q2, ..., Qm, т. €. независимые основ- 
ные величины 01, 42, ..., Qn таковы, что: 1) всякая величина Q; 
представима в базисе (q) в виде | Е: 


Q = сета... т ([--1}3,... , πὴ, (23.14) 


где Cj, ая — параметры, не зависящие от Qi, причем величины, 
не зависящие от qi, называются безразмерными; aji (]=1, 2, ..., т, 
1=1, 2, .... N) называются показателями размерности @;; 2) BCA- 
кая безразмерная величина в группе Q; (1=1, 2, ..., т), обозна- 
чаемая П, может. быть представлена в виде 


I= Qt QF... Qur; (23.15) 


3) не существует, кроме тождественных, никаких соотношений 
между 9; (ἰ--ἰ, 2, n). | 

Пусть существует соотношение между величинами (),, напри- 
мер любое из уравнений МСС: . 


Но ооо. | (23.16) 


П-теорема теории размерностей утверждает, что соотношение 
(23.16) всегда может быть преобразовано к виду 


а О, . (23.17) 


где г— ранг матрицы показателей размерности Ω;, т. €. матрицы 


ἄτι 1151 «4.» Qmii 
|[α;; | -- Qiz 422... «πα || (23.18) 
Qin Ορ}... Amn 


Первая часть теоремы, по существу, состоит в TOM, что H(Q) 
может зависеть только от безразмерных комбинаций типа, и она 
очевидна, так как результат подстановки (23.14) в (23.16) в про- 
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тивном случае противоречил бы условию 3). Вторая часть утверж- 
дает, что число безразмерных Па, которые входят в (23.16), равно 
числу величин Q; минус ранг матрицы |а;| их показателей раз- 
мерности. Простое ‘доказательство сводится к подстановке (23. 14) 
в (23.15), которая дает 


Xikito t. + Amm 


Π. = ση! фол Caa E E: 
| i (23.19) 
СЕСТЬ А бт, 


откуда по определению безразмерных величин 1) следует равен- 
ство нулю всех показателей размерности П: 


умно i, Ри, (23.20) 


j=l 


По условию существования соотношения (23.16) отличные от нуля 
решения системы (23.20) существуют, т. е. ранг г матрицы (23.18) 
не равен нулю. Не изменяя. общности, квадратную матрицу paH- 
га гв (23.18) можно считать расположенной в левом верхнем 
углу. Так как ранг г равен числу линейно-независимых уравне- 
ний в системе (23. 20), то, решая первые г уравнений (23. 20) OTHO- 
сительно Χι, ..., Xr, найдем 


ἽΝ 5 Aw% (#1 Ir. (23.21) 


p=! 
где Απρ — отнесенные к определителю |αχ] при (j, i=1, 2, ..., r) 


‘его алгебраические дополнения, получаемые заменой столбца k 
показателями окр; остальные п—г уравнений (23.20) будут ли- 
нейно-зависимы с (23.21), т. е. будут их следствиями.. Внося зна- 
‘чения (23.21) в (23.15), получим для любого П при произволь- 
НЫХ Ху, ..., Xm: ; 


П = Mire gre n Ttr, (23.22) 
где обозначены независимые безразмерные параметры 


π,, = 901% 02%... ОАО, (β--τ--1,9,... ,πι--τ]. (93.33) 


Итак, только т— безразмерных независимых’ П; могут входить 
в уравнение (23.16), т. е. оно всегда приводимо к виду (23.17). 
Эта возможность уменьшать число входящих в уравнения МСС 
параметров и используется для упрощения их на основе П-тео- 
ремы теории размерностей. 
Безразмерные параметры и. подобие. Пусть некоторая краевая 
задача МСС, которую обозначим (К), определяется размерными. 
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HHA 
HQ боб sah М. aa 


и пусть все Qj состоят из размерных параметров-констант ΕἸ... CN,’ 
параметров — независимых переменных χι, ..., Хм,, параметров — 
известных функций HON .. Гм; (х) и параметров — искомых функ- 
ций Qı.. PNG: так что № +N. +М№;-+М№Мс=т; согласно (23.24) no- 
'CIEHHeE есть функции Ci, х подлежащие определению; размер- 
ности всех Ci, Xj, fp фк в некотором заранее выбранном базисе 
дт, -.. n предполагаются известными. 

Найдем согласно (23.23) все независимые безразмерные пара- 
метры Ila (k=1, 2, ..., m—r) из Q}, т. e. из (с, x, f, φ); после этого, 
пользуясь (23.22), т. e. подбирая числа х,41...Хт, найдем все He- 
зависимые между собой безразмерные постоянные параметры 
задачи (К), которые обозначим Κα (а=1, 2, .... Ne): 


(П). = (Ri, Ros ..., Rne); (23.35) 


затем аналогично найдем независимые безразмерные П для груп- 
пы (Οι, Xj), которые назовем безразмерными переменными зада- 


чи (К): 
Ter gra (ит, у, 66 οἴῃ Yni). (23.26) 


Наконец, найдем таким же путем все независимые > безразмерные 
функции для групп (Ci, Xj, fi), (οι, Xj, |, Qh): 


(Mexi "ΕΣ (Fi; Fo, Φ 9 ο. F ni); 
(O)ixto = (Фи, Фь, ..., Drg). 


Из (11}6α путем подстановки B (23.22) вместо Ш... Пи, и подбора 
(Xr+1 ...Ат) Могут получаться безразмерные постоянные, но они 
будут зависимыми от (П)с; аналогично из (П)с»; могут получаться 
зависимые от (I)e и (П)х и из (I)e — зависимые от (I)e, 
(Π}ε., (П)схх. Основной группой независимых безразмерных nepe- 
менных (П)х назовем те из (П)сх, по отношению к которым груп- 
па (1). является независимой. Аналогично, основной группой не- 
зависимых безразмерных функций (П); назовем те из (П)ехь по 
отношению к которым (I)e и (П); являются независимыми. 
Аналогично построим группу (П)ъ. Подчеркнем, что независи- 
мость означает, что при подстановке вместо Пи, ЦП», .... Пи. napa- 
’метров рассматриваемой независимой группы нельзя найти чисел 
Χμ], -..ν Xm таких, чтобы получился параметр предыдущей незави- 
симой группы. При. таком отборе основных групи очевидно, что 
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(23.27) 


параметрами ΩΙ,..... Qm, между которыми существуют соотноше-` 
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все независимые безразмерные параметры задачи (К) будут учте- 
ны, все уравнения (23.24) приведутся к виду 


α (Ὅ, δὲ и Ю-9 (23.28). 
и их решения будут иметь вид 


где Ф — любая из Dk; F, у все Я, у; Ю-— все Ri. Здесь h— 
некоторый оператор по переменным (П)х.. 

Если две краевые задачи (К)м и (К)н таковы, что числа К 
тождественно совпадают, переменные и, имеют одинаковую об- 
ласть изменения. и совпадают и уравнения (23.28), т. e. операто- 
ры Н., совпадают, то безразмерные решения (23.29) будут оди- 
наковыми; одна из таких задач. — (К)н — и называется задачей 
натуры, другая — (К)м — задачей модели. Безразмерные постоян- 
ные R называются параметрами подобия, сами явления в (К)ни 
(К) м — подобными. l 

Выяснение параметров R, независимых систем параметров 
у, F, Ὁ и приведение уравнений (23.24) к виду (23.28) называют 
иногда ревизионным анализом задачи (К). Как видим, в матема- 
тическом отношении это чисто алгебраический анализ теории 
размерностей, основанный на построении параметров (23.23). Он 
выясняет критерии подобия и. приводит задачу к безразмерному 
виду, т. е. упрощает задачу, так как исключает несущественные 
параметры. При числовых расчетах и решениях задач на ЭВМ 
он существенно сокращает вычислительные работы. 


$ 24. Примеры ревизионного анализа и некоторые задачи 


Рассмотрим некоторый класс изотермических задач МСС в де- . 
картовых эйлеровых координатах (Χι, X2, Хз). Уравнения движе- 
НИЯ 


E a pR dan : 
P| и al 5 ан дх τ ρε ) 


содержат размерные величины Χ, t, V, p, p, σι; и Е. Уравнение со-. 
хранения массы 


Mti -0 = 64.9) 


не вводит новых величин; закон связи. между напряжениями H 
и: 


10 


р P |p, -5 se tf: (24.3) 
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Oii = Sij Ё . |, σι} Ôi; -- 0, : (24.4) 


n 


где скобками отмечены некоторые известные операторы по вре- 
мени от указанных аргументов, делает систему уравнений МСС 
замкнутой. Пусть по начальным и граничным условиям некото- 
рой задачи определены постоянный линейный размер lọ см (раз- 
мер границы области тела и т. п.), постоянное время to с (период 
колебания части границы, период изменения внешней нагрузки 
и т. п.), постоянная скорость Vo см/с и две постоянные, имеющие 
размерность напряжения, ро Н/см? и оо Н/см? (давление на rpa- 
нице, амплитуда действующего внешнего ‚напряжения и т. π.). 
: Характерное постоянное значение известной массовой силы обо- 
значим go см/с?, Е или другое известное значение искомой 
величины плотности — ро Н-с?/см“. Начальными и граничными 
условиями, возможно, заданы и другие постоянные, но мы Orpa- 
ничимся здесь классом задач, в которых заданы только пере- 
численные постоянные или еще другие, одинаковые с ними по раз- 
мерностям. 

Трехмерный базис единиц измерения примем CNS (например, 
сантиметр, ньютон, секунда). Перечисленные семь постоянных 
lo, to, Uo, Zo, 00, Ро, бо. в трехмерном базисе, очевидно, образуют. 
только четыре основных постоянных безразмерных параметра: 


а и р 


Voto logo 0090 6090. 


остальные (если заданы еще и, В, Όι, δι, 61, σι) обозначим одной 
буквой Δ’ (δ) =/ а R; = tilt ... » Во = 01/0). Независимые ne- 
ременные χι, Χο, Хз H É имеют размерности C и S, и потому группа 
основных независимых переменных (П)сх состоит из четырех: 
Ἔν ИЯ | 
Y ЕЕХ; =, ШЕЕЙ = —, i= l, 2, ὃ; (24.6) 
lo to 3 
группа ([1᾽)εχ; — из трех: ΘΕ; =Р 8% и нескольких граничных. 
Искомые функции p, р, У, σι; образуют два скаляра и один Me- 
виатор | 


СА 9 . — τον; 4 σε; x 
va = Фа = ο σι! == Фи; = ых (24.7) 
в. 0 


Внося значения х;, t Ηρ, р, σι; из (24.6) и (24.7) в (24.1) и (24.2), 
учитывая (24.5), получим безразмерные уравнения 
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до» * ðv + ‘да. 
R i ER Uj t 0* Е, pe R tj ἃ 
"а öxi Κα - ρ A Xi | Ai дх; 
90* 
24.8 
он (24.8) 


_Из (24.3), (24.4), (24.7) следует, что операторы P, δι; долж- 
ны иметь размерность ро H Oo; но это — характеристики свойств 
вещества, а не краевой задачи, и потому они не могут зависеть 
от перечисленных выше постоянных Ц, Éo, Uo, Zo, Ро, 00, Oo. Эти 
операторы имеют свои безразмерные постоянные структуры Ps, σε 
с размерностью Н/смл, т. e. они имеют вид 


p=P,P" |p, Ea |. S = 0, Si ο, 20m Pe (24.9) 


ὄχ} |0 Xn 10 


где P*, $; — безразмерные операторы по размерному £ от раз- 
мерных параметров.' Но такие зависимости возможны только при 
условии, что вещество характеризуется еще по крайней мере 
двумя физическими постоянными: плотностью ps и временем ts 
или р; И με, имеющей размерность Н-с/см?, или другой парой He- 
зависимых постоянных, таких, что вместе с р; или σε они состав- 
ляют трехмерный базис, получающийся из CNS преобразованием 
структуры. Такой базис позволяет построить константы Ís, Ps, με. 


Тогда из них и функций о, 


можно построить безразмерные 
n 
переменные и функции 


t 0 »,: Р Po + Дот 1500 д 
5. fs Ps Ps Οχῃ ly Xa 
Hs Um Из 0 OU т 
Os -ΟΧη Oslo . ἂχ, ΕΠΟΝ 


| * 
Операторы F* и $. следовательно, обязательно имеют вид 


д, (η, χ) ]н=е 


+ * 1 8 я % | s 
P = P |—— p (É, x°), ᾿ ΤΣ 
i R; ; Re Xn t =0 
| (24.10) 
где обозначены 
Г РВ Ве Ὅν Ἑ-µᾶς (24.11) 
Oo Us Vo 1500 Op 


причем. в (24.10) могут входить еще и другие безразмерные физи- 
ческие постоянные; параметр R7 возникает из равенства O, oii =0, Sj.: 
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Система уравнений ‚ (24. 8), (24. 10) представляет ов 
вид уравнений (24.1), (24.2), (24.3), (24.4); вместе с граничными 
` условиями, которые при использовании констант lo, fo, Uo, go, Qo» 
‘Po, Oso и параметров (24. 5) станут безразмерными, они опреде- 
ляют (К) 

Решение рассматриваемого класса задач имеет вид 


р — рр", χ', Ε΄, Κι... „Кь Ru Ra Rih (24.12) 


р=рьР"(...), 9, = 90: (...), Oiri = Oo Oi (...). 
Скобки (...) содержат перечисленные для о* аргументы и (при 
Ее: Ро, i некоторые их функции. 

1. Тяжелая несжимаемая идеальная жидкость ($ 14): р==ро== 
Ξ-ρε--οοποί, σο--0, о‚=0, давление р=Р.Р* неопределенно H AB- 
ляется искомой функцией (х*, {*). Заданы постоянные fo, lo, Vo, 
go, po. Параметры подобия (24.5), (24.11) сводятся к 


U 
R = Ra R a, (24.13) 
Voto logo Po ζο 


Rə называется` параметром Фруда. Давление в любой точке Χ в 
момент Ź в воде равно poz 


р =R бий Ф, (5, ——; Вы Ra Κε). (24.14) 


|. fo 


Если движение установившееся (fo не задано), имеется свобод- 
ная поверхность и задано только давление на ней р, =0, το ро 
_ не задано, и остается взять ро==ообой, следовательно, Ю›Юз=1. 


При этом в (24.14) Φ, =Q, (=>, Κι) 
| ἜΠΗ ; 


2. Невесомый идеальный баротропный газ ($ 14): движение 
установившееся: б0=0, σο--0, σ.--με--0; заданы Ps, ρε (следова- 
тельно, энтропия); уравнения (24.4) дают 


Y 1/Υ 
σι; --0, РЕ ), Po = P; (2) ; 
Ρο 5 


заданные размерные постоянные ἘΞ úa Ρο, Pos οὗ = Y Po/Po (Co — CKO- 
рость звука при давлении ро). Постоянные параметры (24.5), 
(24.11), отличные or 0, со: | 


1 ` [4) e p $ \ 


где Са— параметр Коши, обозначаемый часто через Му и назы- 
ваемый числом Маха при р=ро. Истечение газа через сопло Ла- 
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валя (коническую расширяющуюся трубу с минимальным диамет- 
ром 4=4) из большой емкости, в которой p= Ps, о=о0., в воздух, 
где давление ро, плотность ро, определяется скоростью V=VoV* и 
давлением р=рор*: 


ν-ν(-Ξ, Ρε , Mo) р" = р" а δε Μι). 04.16) 
lo Po > l Pd 

3. Вязкая невесомая (5,=0) ‘несжимаемая жидкость (8 15). 
при установившемся движении в ней тела со скоростью Vo; коэф- 
фициент вязкости жидкости μ--μ:, ПЛОТНОСТЬ p=po, характерный 
размер тела lo. Соотношения (24.3), (24.4) 


p — неопределенно, оу; = =p (5. dv; aa, ) 
3 i дх, дх; 
приводятся к виду (24.9), (24.10) 
= до 460, ὃ 
а =0, | — + — |, o, = Po., 
дх; ΟΚ. lo 


Параметры (24. 5), (24.11) сводятся K R, Ra, В: или K He3aBHCH- 
мым | 


1 Ροΐοῦο lovo 
R, = a- Ἐπ EEE a A ΜΚῷ = Re, (24.17 
s Povo RaR: Ρ y 


поскольку осо не задано, (R4, R7 по отдельности μων ἴοι, 
Решение этих задач имвет `ВИД 


* m~ UVo * 
00:0, P= рр’, бы = Sij, 
; i 0 


ο; = 0; | И. Rs), p=p A Re, Rs), 
: 0 
S (T Re, Ra), | (34.18) 
0. : 


Re называется числом Рейнольдса и вместе с R3, зависящим от 
давления на границе области течения, определяет структуру 
потока. Сила сопротивления тела получится интегрированием по 
поверхности тела проекции Oij на направление скорости тела, 
т. е. будет равна 


P = сиб, H с16 00 lo» 
c =c (Re, Κα), cı =c (Re, Κα) (24.19) 


При медленных движениях Vo—>0 второе слагаемое выражения ὅν 
исчезнет, первое при Ββε-»0, Кз—оо будет линейной функцией Vo, 
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коэффициент с будет постоянным. Для шара Е капли 
росы) 9 =сиоою, lo=d, с=бл. 

4. Идеально упругое изотропное твердое тело в равновесии 
($ 16, 17). Характерные константы тела — размер lo, плотность 
00=—=0, модуль объемной упругости р.=К Н/см?, модуль сдвига 
G Н/см? (os=2G); внешние нагрузки: объемная сила pF характе- 
ризуется удельным весом pogo, поверхностная — распределенной 
со Н/см? и сосредоточенной 9 H; перемещение границы харак- 


теризуется постоянной Uo см. Операторы i aii Sh — просто функ- 
ции тензора деформаций 


st + 
---Ρ᾽ [ΝᾺ 5 Δρ Sij (Cin) 


ети = m. ἂς Oun Е (24.20) 
хи ОЖ О Оха 
где Χι, X2, хз— лагранжевы (при 1=0 — декартовы) координаты 
точек тела, связанные с вектором скорости V соотношением 
= v(x, И, x=x+ uk, t), (24.21) 


2—0, a E 


Время {— вспомогательный параметр, константы fọ, Όρο He зада- 
ны. Из группы (24.5) и (24.11) и данных К, G, 9 находим без- 
размерные параметры 


P | σ 2 ο 
r, = τ ΠΠ. Ροξο΄ο ΓΗ и. г: = E 
20% 2G 2G lo 
re e A a (24.22) 
IK . 1 + у 


ервые четыре характеризуют степени деформации от силы Po» 
от веса, от Oo и от перемещения Uo, пятое выражается через 
коэффициент Пуассона тела у. Перемещения и напряжения в JIO- ` 

бой точке тела выражаются функциями 


вы To AR rs); σ;; = 200}; (a р rs)» (24.23) 


a пря малых о ЛИНЕЙНЫЕ аа Fa VA 


и у Γ,Φι, (>, у), и- У raoi; Ea у). (24:24) 


n=l 


Если геометрически подобно уменьшить все размеры тела B 
N раз, сохраняя неизменными конфигурацию нагрузок на поверх- 
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ности и константы материала (α, у), то подобие будет соблю- 


[ΑΙ 


даться, τ. е. и, о’; будут одинаковыми в точках х/[о, если pogolo, 
ио/10, бо ОСТанутся без изменения, т. €. если о уменьшается в № 
раз, удельный вес уу=ообо увеличится в М№ раз, заданное переме- 
щение Uo уменьшится в М раз. Такое моделирование реализуется 
на центрифугах. 

5. Динамика сред, обладающих склерономными свойствами 
(8 14, 10, 17, 20) в отношении. задаваемых внешних констант, от- 
личается от п. 4 заданием характерного времени fo (или частоты 
Ορ) действия нагрузки и скорости Vo какой-то части среды. В OTHO- 
шении свойств среды существенное отличие в том, что задана 
плотность ро=р: и известно, что операторы ΡῈ и Sij — функции E£ij 
или функционалы функций Emn ПО инвариантному параметру, Co- 
ставленному из них же (например, по :;е»;). Константы К, G, v 
‚остаются и, может быть, дополняются еще группой К”, С’, у’ той 
` xe размерности. Возникают, следовательно, дополнительные MO- 
стоянные параметры вещества — одна, две (или больше) скорости 
звука: 


οι = и рее (24.25) 
Po ` Po | | 
Безразмерные параметры Е. (24.22) дополняются динами- 
ческими — 
: в = lo mE loo ᾽ 7 == Е. => М. | (24.26) | 
Сто C1 | C1 ая 


Решение задач сохраняет вид (24.23), но в число аргументов 
ΤῊ σὴ; войдут еще переменная с и постоянные re и r7 (24.96). 
В линейной динамической теории упругости сохранятея mapa 
ния (24.24), но сумма будет NO пяти Γη о 2, ее Г И 
функции ф будут иметь аргументы 2. 

Χ cıt 


Ф=$(-_, т о. 


lo (ο 


Моделирование динамических явлений на центрифугах уже 
невозможно, так как кориолисовы ускорения будут вносить HCKA- 
жения. Для моделирования динамики геометрически подобных 
областей сред созданы линейные ускорители. Уменьшая линейный 
размер lo натуры в №. раз, при неизменных свойствах материала 
необходимо соблюдение постоянства об, Pll; pogolo, Uo/lo и eme 
из (24.26) сохранение Vo и lowo= lo/to; в дополнение к условиям п. 4 
необходимо задавать одинаковыми скорости Vo и в М раз увели- 
чивать частоту Wọ (или уменьшать время приложения нагрузки to). 
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На рис. 24.1 показан результат испытания небольшого бетонного 
блока на взрыв зарядом Qo около одного грамма тротила. Блок 
имел размер Lo около 20 см, глубина заложения заряда около 
6 см. Образовавшаяся после взрыва на линейном ускорителе NO- 
лость диаметром do около 4 см не вскрылась. Если увеличить 
линейный масштаб в М№М= 103, то ποπγ-. 
чим для натуры Γρ--0,2 км, ho~ 60 м, 
do~ 40 м, причем необходимый заряд 
О = №30, ~ 1000 s af i 
6. Примеры решения задач МСС 
или их упрощения, получаемые на Ος- 
нове л-теоремы ($ 14, 18, п. 2). 
_ а) Внедрение жесткого конуса с 
‚ постоянной скоростью о в идеально пла- 
стическое ` несжимаемое невесомое IO- 
лупространство. Даны плотность сре- 
ды р, предел текучести о.кг/см?, угол 
раствора конуса α. Вместо времени t 


2222; примем за независимую переменную 
глубину погружения h=vt. Найдем 
7) площадь контакта $ и силу сопротив- 

κ) 


ления 9”. Полная группа безразмер- 


ws 


NN 


| 

i 

|| 
ὃς 


P=const _ ных параметров: постоянные сводятся 
о. | к двум σε/ρυξ и œ; переменных нет; HC- 
и комые =J [ру ΠΠ’, Ф.=$/?. Co- 


гласно л-теореме Ф!, Pz зависят толь- 
ко от σε/ρυ: и а, т. e. получаем формулы 


P = ро?й?Ф, a a), s = ВФ, ( ο a), (24.28) 
iy ро? p 


, 
y2 


функции (Οι, D2 можно найти теоретически и из опытов. Для иде- 
альной жидкости о, =0, и потому Ф!, Dz постоянны (зависят от а). 
6) Сосредоточенная сила 9” статически действует на границу 
упругого полупространства по нормали (8 16); найти перемеще- 
ние и и напряжения Oij в любой точке М(г, φ) среды, где г, φ-- 
сферические координаты любой точки относительно точки прило- 
жения силы, ф — широта. Безразмерные: одна постоянная V; две 
переменных φ, 9/2 (72; функции Ф,=и/т, Ф;.=0:;12 G. Следова- 
тельно, 
= ro,- $, %), в, = 20Фи (2, p, v). (24.29) 
и = 7 1 оба’ P У} t Danat il oge? P }. . 
Но при малых деформациях и и σι; зависят от ὅ» линейно, следо- 
вательно, зависимость решения от г найдена явно: 


P P { 
2 Ф A Fee Ф , ; 
А СА) 
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σι) = -2 у). | (71.30) 
ζ 

Вектор Ф(ф, v) находится из дифференциального уравнения Ляме 
(16.10) при ро=0, В=0, которое приводится к обыкновенному JIH- 
_нейному уравнению второго порядка. 

в) Ударная волна в бесконечной цилиндрической трубе с осью x 
($ 14). Покоящийся газ с плотностью pi, давлением pı, показа- 
телем политропы ‘у находится справа (х>0) от сечения х=0, в 
котором расположен поршень, начинающий двигаться в момент 
[=0 вдоль оси с постоянной скоростью Vo. Найти давление на 
поршень и движение газа, считая состояние его не зависящим от 
поперечных координат. Заданные константы определяют скорость 


звука в невозмущенном газе со=И γρι/ρι; независимые перемен- 
ные х, £ образуют. единственную безразмерную переменную = 
— сойх, искомые функции — безразмерные 9/со, р/р1; безразмер- 
ные константы сводятся к у и Ми=оо/со. По л-теореме имеем 


9 = с, (у, Mo» 0), о = р:Ф, (у, Mo» 0), P= πάλ Mo» δ), 
(24 31) 


т. €. уравнения в частных производных (14.4); (14.6) согласно npe- 
образованиям производных 


становятся обыкновенными 
ам πι ка =0. (2432) 


Пренебрегая теплообменом между частицами газа в облабти тече- 
ния, находим из (14.29), (14.25) | 


СЕ а зом 2 ром ав 
(1 — ob) р я Со п к -+ const. όρο. 


Система трех уравнений (24.32) для трех функций 9, о, Ρ с. 
начальным условием &=0 (1=0), о=и: =0, р=ри, р==р: и гранич- 
ным условием на поршне: = при х=90%ф или при = Мо, 
(Mo=Vo/Co) имеет два различных решения. При положительной 
скорости поршня (Vo>0, Мо>0) решение имеет вид ударной волны 


u = 0 = const =, р = р» = const, (24.33) 


причем эти постоянные возникают скачком на фронте x=Dt, и 
вместе с D определяются из (13.23), (14.30). При и<0 энтропия 
не изменяется на фронте х==со, и решение находится из (24.32’) 


при условии p/p = (ρ/ρι)7. 
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| Рэшения задач МСС, получаемые на основе л-теоремы путем 
уменьшения числа независимых переменных и функций, называ- 


ются автомодельными, например решения (24.3), (24. 28), (24.30), 
(24. τη, 


$ 25. Квазилинейные уравнения 
и общие преобразования 


Автомодельные решения задач МСС получаются за счет пре- 
образования координат, времени и искомых функций к новым без- 
размерным переменным, определяемым методами теории размер- 
ностей. При этом не накладывается каких-либо Е 


ограничений на вид функционалов F и операторов H (33.16), и 
приведение к виду (23.17) всегда возможно и эффективно. Во 


многих классах задач МСС функционалы F являются функциями 


6, V, и операторы H представляют собой квазилинейные πηφῷς- 
ренциальные операторы с частными производными искомых функ- 
ций по хи # первого порядка. С точки зрения теории размерностей 
это не вносит упрощений при отыскании безразмерных комбина- 
ций из констант, координат, времени и искомых функций. Но в. 
этом случае более общий метод групповых переменных Ли позво- 
ляет найти класс интегрально-инвариантных преобразований си- 
стемы Н (23.16) (если они существуют), включающий автомо- 
дельные. 

В классических и некоторых теориях сред со сложными свой- 


ствами функционал состояния F, энтропия $ и рассеяние &* в 


лагранжевых координатах — просто функции аргументов Ар, Τ|. 
| я через ¥ (x, t): 
| κ i ; 
N P E L В, PE δαν 
Οἱ дх! - Οχ! | 


и температуры 
| п — т" (41 DP, Tj, з=3(А, T), 
ω" — и" (А, ГР, Т). (25.2) 


Уравнения движения (12.2) и теплопроводности (12.12) приво- 
дятся к следующей системе квазилинейных дифференциальных 


i 
уравнений первого порядка относительно о", ΑἹ, ΤΊ, Т, g 


[Хе = Ok + БА) Эт Fp ΑΛ + 
ЕСТ. и γὐνέ δ АР” дхт 
| i me za oT и 
+ А, F,p επ : ат : 
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ôT ддт ‚г А о Е 
оТ5т Eri _ τν я q'Bp д FT PiS ap DẸ Fw; (25.3) 
m 0 ; Po | 
Agim RE MLE l A E 
8 дхт q G A ). 


Вместе с (25.1) получилась замкнутая система 28 уравнений отно- 
сительно 98-искомых функций x° vt, qi, T, ΑἹ, О | =Ь 3, 3.) 
Коэффиниенты уравнений (25.3) вида 9» и Sz означают част- 
ные производные функций (25.2) по соответствующим переменным 
(2 = АР, 0 Τ). 

Существование групповых переменных Ли определяется ана- 
литическим представлением функций ””, $, щ*, À и числом урав- 
‚нений. Поскольку эти функции строятся. по экспериментальным 
° данным, их можно представлять различными аппроксимациями, H 
некоторые могут привести к существованию групповых перемен- 
ных. Число уравнений в частных задачах может существенно 
уменьшаться. Например, при малых деформациях и обратимых 
процессах в случае, если $ зависит только от Т, задача теплопро- 
_водности выделяется в самостоятельную, и последние четыре урав- 
нения системы (25.3) становятся замкнутой системой. Аппрокси- 
мируем зависимость между коэффициентом теплопроводности À, 
энтропией s и температурой T формулой, содержащей две произ- 
вольные постоянные k и Αι: | | 


Ар οφ (25.4) 


и обозначим 


T =, | Tds, шт = — kq”; τ----, ты > (25.5) 
0 i 


Тогда получим систему 


e EEEE E LART О η 


OT дет Ἢ - т 


а в случае одномерной задачи — два уравнения 


aT: ðu 0 OT 
дт дг i ΟΖ 


--ε-ὅμ--0. -. (5.7) 


Теория размерностей, как можно проверить, приводит к двум без- 


размерным переменным, пропорциональным Ё=х/ИЁР инИЁи 
потому 
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И и. (25.7’) 
После этого система (25.7) интегрируется, т. е. находится част- 
ное решение (25.7), соответствующее группе преобразований 
(25.7’). Излагаемый ниже метод в этом примере позволяет найти 
еще одну существенно отличающуюся от (25.7’) группу преобра- 
зований, также сводящую задачу к двум обыкновенным диффе- 
ренциальным уравнениям. 
Пусть дана система № квазилинейных уравнений в частных 
производных первого порядка по Ny независимым переменным X 
относительно Ny неизвестных независимых между собой функций 
y(x), причем для х всюду примем индексы (i, j) для y— (k, l): 


R E ом тео ‚М,); (25.8) 
у: γ᾽, у, ... въ ... Но ya (k, l = 1, Я. . e ‚ Ny)» 
‘частные производные у по х обозначим р: 
и οὶ 9 а ев 
Ре Уи Re dae | (25.9) 


Тогда исходная система уравнений запишется в виде 


Н, (х, y, p= H, (x, y) p + НУ (х, У = Hs (+, У) РЕ + H5 (x, у) = 
а. Ν. ΡΕ (25.10) 
Рассмотрим некоторое взаимно-однозначное преобразование 
всех переменных х, у к новым xX’, y”: 
хх: РИ а, у), 1=1,9,...,М; Oa 
у = F' (x, я Мы 
spy Ey 
y =F (x', y'): yY" = F*(x'; У). 
Подставляя x, y B (25.10), получим преобразованные выражения 
коэффициентов в переменных X’, у’и уравнения 


И, (x, у, р) = В, (р, 3ρ + BC, F) = R, РНР (х, у) =0 
(25. 12) 


Решением (25.10) называется у=у(х), а в новых переменных 
y = --υ΄(χ}, причем р==ду/дх, р’=ду’[дх”. Дифференцируя по х” 
при у’=у’(х) равенство у=у(х): 

θεία, у) = y (F (x*, у)), 
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$ 25. Квазилинейные уравнения МСС и общие преобразования 


получим уравнение для определения р через μ΄: 
г. ΟΙ ра И 


— = —. 25.13 
Dx’ Dx’ ’ Ρα’ дх” т ) 
В компонентах (25. 13’) означает систему Αμ: Να уравнений‘ для 
такого же числа р; ἐῶ =}. 9. ‚М. йа, в, N): 
DFk _ a o д м. 95 13 
Del "Ῥω а ду"! ` αρα. 
Обозначая 9” определитель квадратной матрицы (NX Ny) 
| т SpA д нам: 
аа ] 1 = = -- d 25. a 
65 |2) $ 2; Dx'i дх" Ἔδι a ? ( ) 


являющийся полиномом Ny степени относительно всех р”, нахо- 
дим BCe př: 


Ta AP 
ὅ»(σ)-ε]2], ΦῬ(αρ = Pa 05 Z, Z, Зд==^®. 
Alaja P τος τ alr αρ 15 
(2)ΞΞ:|:2ἑ 1, (2) pi = Pi (2) эр”. (2) == azi -. (25.15) 


Следовательно, ος (25.12) принимают вид 


Я, (F, 6) 9ο (2) ---- Z APHC, $) -Ξ 0, = р. 
(25.16’) 


Это уравнения в частных производных первого порядка: степени | 
Nx относительно р’; степени Ny относительно частных производ- 
ных 0]//9х’, д/д’; линейные относительно Ο«ξ|9χ’, OF /90; одно- 
родные относительно частных произведных [и F по x; И. В κο- 
ординатной записи они имеют вид 


Hal, APIO ZZ PORE 9) =0; ο--1,3,....Ν; 
| | (25.16) 


м, δε 


в Г 
Я Ὅν и 


Уравнения (25.16) при удачном. частном выборе функций 
[(х’, у’), F (x, У) могут оказаться проще уравнений (25. 10); они 
совпадут при тождественных преобразованиях: 


EE и ‚У) =, (25.17) 
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поскольку в этом случае 


| 0 
0. : 0 0’. ; ΤΑΝ 
jco pal Pld i Sprin pe A7 


- 


Существенное упрощение Я, системы (25.16) сравнительно с 
(25.10) может а только для частных видов Å, (25.10), 


т.е. коэффициентов Нах, и), H? (x, y). Таким образом, ставится 
вопрос: каковы все неизвестные преобразования х=|(х’, У), у= 
=F (x, у’), при которых данные уравнения (25.10) допускают 
существенное упрощение, т. е. в виде (25.16) содержат меньшее 
(<Nx) число новых независимых переменных X’, функций и’, либо 
тех и других? 

Существенное упрощение произойдет, если в системе (25.16) 
пропадет одна из x, например x% (а — фиксированное число из 
1=1, 2, ..., Nx). Для этого необходимо и достаточно, чтобы в урав- 
нениях (25.16), представляющих полиномы относительно р’ сте- 
пени Nx, коэффициенты при всех одночленах, содержащих p% 
(при всех А=1, 2, ..., N) обратились в нуль и чтобы все остальные 
коэффициенты и свободные члены не зависели от х/’“%. Это τρεῦο- ` 
вание приводит к переопределенной системе дифференциальных 
уравнений относительно Ги F. Если при данных Нк}, F), В? (F, 2) 
полученная система имеет только тождественное решение === 
F = 9 ‘==, то уравнения (25.10) не допускают т 
упрощения... Перебором чисел можно выяснить другие возможные 
упрощения этого типа. 

Общий наиболее простой ответ на поставленный вопрос дает 
‘теория групп Ли преобразований (25.11), содержащих некоторое 
число параметров-констант, и соответствующих линейных диффе- 
ренциальных операторов, также образующих группу. 

Однопараметрическое преобразование (25.11) с параметром λ, 
включающее тождественное; можно задать в виде Ny функций 
ξῖ(χ, y) и Ny функций \^(х, у), связывающих X’, И’ сх, у CHCTE- 
мой обыкновенных дифференциальных уравнений по параметру À 
и начальными условиями 


и, и), ти, у) 
А ии. (25.18) 
Famenne системы (25.18) имеет вид соотношений (25.11) 
х=Ф(х, у, À), y= p(x, и, À), 


и потому задача отыскания существенно упрощающих систему 
(25.10) преобразований сводится к составлению уравнений для 
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&(х, y), në (x, у) и последующему нахождению из (25.18) преобра- 
зований (25.11). Процедура, которую приводим без доказатель- 
ства, сводится к составлению непосредственно по (25.10) следую- 
щей системы M линейных однородных уравнений в частных про- 
изводных первого порядка относительно функций $i (x, ἡ), п^(х, у) 
(= МВ 


ðH? д ðH! o \ 

i S, k s j sk pi aR 

ξ δχί т дук +(e ðxİ. A дин и: 
i { Οηΐ Ποῖ. Ἂς ! 

+ Ha (pi pa) (25.19). 
где по-прежнему 

Е. Е 
ре «Οὐ T P; ди! ’ 


и потому левая часть (25.19) — полная неоднородная квадратич- 
ная форма относительно ру. Более краткая запись (25.19) через 
К αι ὁ, ΜΗ 


> Ἐν Dnk РЕ] H 
ΠΕΠ τὴ ео (25.197) 


ôH? ðH? ϑηΐξ 
gi eri 
“ο ΡῈ Ех ΕΤ -+ Hsk Ξ + 
τ 0 εἰ 
y И ραν”. S 06: 
а ( г Ра Hsi ὄν ТР λα 
ой ГИР 270: (25.19") 


В системе (25.19) исключается N произвольных ри, которые 
_ находятся через остальные p} из М уравнений (25.10) и требуется, 


чтобы полученные таким образом М уравнений тождественно вы- 
полнялись при любых оставшихся p}. Таким образом, получается 


сильно переопределенная система Nyy’ 
\ 
М. =N i м, (М, — М — 2) +N t1), NMEN N, — N, 
{ (35.90) 


однородных линейных дифференциальных уравнений в частных 
производных первого порядка относительно /Л„-М№М, функций 
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Jy y), nè (x, у) с коэффициентами, зависящими OT HÌ (x, y), 
Hsr (x, Y) и их первых частных производных по X, у. Эта система 
Νίεν уравнений всегда имеет хотя бы одно решение 
ОО (мета Νὰ; 252) 
которому согласно (25.18) т тождественное преобра-. 
зование (25.17). 
Если существует п других, линейно-независимых решений си- 
стемы Nyy уравнений (ЕЁ, né), taR 2, .... ПМ, Му, то из (25.18) 
для каждого у имеем | 


x Lg (K, и), τ =n (x, y’); 


==, = у=1,2, ...,п, (25.22) 


и решение этих уравнений представляет и-параметрическую груп- 
пу Ли преобразований, которую допускает система (25.10): 


Ki = g'i (x, y, Е" (x, Y; A, A3, a., M), Уфа, y, A); 
xi = gil, yA, YE =pl, и, A). (25.23) 


Число частных решений системы (25.10) при замене переменных 
(25.23) равно n, и система (25.16) при [=ф, = всегда суще- 
ственно проще системы (25.10) в смысле числа независимых пере- 
менных за счет произвола параметров À и вида функций ф, т. 

Инвариантом преобразования’ (25.18) называется функция 
τίν; Ὁ. инвариантная относительно этого преобразования: при 
любом À 


У (x', y УС, y). (25.24) 
Поскольку , для системы (25.18) 
x= (x,y, Л), у=ф(х, У, A); (25.25) 


$ —= p (x, у, Л), у τν =p (x, у, À), 
ΠΟ АН должен удовлетворять уравнению | 

| αγ’ у) = УЧ, y) = 0, (25.26) 
HJIH 
ôY ах , ду а 0 
ôx dà ðy'k dà Οχ'ἱ 


E (α΄ 


Это уравнение имеет №.-+М№,—1 полных интегралов, которые и 
являются независимыми инвариантами Υ̓α(.Χ', у’) =У.(х, y) (q= 
=], 2, .., М.-+-М№М—1), причем любая их функция также будет 
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$ 25. Квазилинейные уравнения МСС и общие преобразования 


инвариантом (зависимым). На основании (25.22), (25.23) можно 
построить п групп инвариантов согласно уравнениям. ᾿ τ 


д 0. 


ἄν. Οκ 


ν΄, y) + дук у) =0, ν--1,3,...,π. (25.27) 


Группа у (χ, ἡ) ВЕБ 9, a М Νυ--1) при фиксированном y 
HoBSOIgPT построить преобразование (М.М ут ἜΝΘ vait 
у" и включить одно тождественное 


{πε 
X "= Кем. у’), А“ =x, 


ИР = Yp (x, νὴ». -a (25.28) 


где (р, q), не совпадая и не повторяясь, выбираются из полного 
числа индексов М№М-+М№М,—1 инвариантов, а соответствующие 
(Луи а) и о м) бо με Ἡμοης 
тех индексов, которые входят индексами аргументов, соответствую-. 
щих Ул, Ур, точнее, пары индексов (ig ~q), (kp~p) выбирают- 
ся так, чтобы преобразования (25.28) были взаимно-однознач- 
НЫМИ. 


Поскольку любая функция инвариантов Y; npa фиксирован- 


ном Vv есть инвариант, то в (25.28) вместо У. Y5 можно выби- 
рать удобные их комбинации. 

Существенное. упрощение системы (25.10) при преобразовании 
типа (25.28) с фиксированным у состоит в том, что в виде (25.16) 
уравнения будут содержать Л,—1 независимую переменную, т. €. 
на единицу меньше, и определяют частное решение системы ин- 
декса у. Таким образом, при различных у получим п частных pe- 
шений соответствующих индексов, и во всех случаях произойдет 
указанное существенное упрощение. 

Если преобразование (25.23) построено, то нахождение инва- 
риантов группы у сводится к построению цепочки М№,-+М№М,—1 pa- 
венств, получаемых при фиксированных значениях всех AP, кроме 
№, для которого из каждого соотношения находится его выра- 
жение через x, у, x’, у: 


--.λια,.υ.Χυ)--λι αν ϱ}, 
ом. ба, N 


x? y ? 


и преобразованию этой цепочки к виду (25.24) путем исключения 
оставшихся АМ. 

Применительно к задаче теплопроводности (система (25.7)) 
одно из двух существенных упрощений, получаемых из системы 
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‚Глава VI. Методы теории размерностей 
(15.13”) и (25.7), приводит к автомодельному решению (25.7), 
другое дает следующую связь между функциями 
E, n 2 = 1,0 k= n2 ο t= κὂ--τ, М9, ῥὲ--ω; 
Σετ zg, η В, "τ иЕ?. 2. (25.89 
Уравнение о 


-приводит к.системе are 


E E AR OO 


которые имеют полные интегралы 
ЕЕ, Уи - 9 Уи. 


Принимая их за новые переменные t=T, Ζ'--ξ, Τ'--θ, w=, 


E = ze", 0(Е) =Т— 2r, υ(ξ) -- με", (25.31) 
получим систему’ обыкновеных дифференциальных уравнений 
dð 
— --2, v = e? — 25.32 
ты D, (25.32) 


Как видим, громоздкость преобразований оправдывается суще- 
ственными упрощениями при получении фундаментальных част- 
ных решений. 
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